






















Résumé.  Nous onstruisons des ompatiations toroïdales arithmétiques du hamp de
modules des variétés abéliennes prinipalement polarisées munies d'une struture de niveau pa-
rahorique. Pour e faire, nous étendons la méthode de Faltings et Chai [FC90℄ à un as de
mauvaise rédution. Le voisinage du bord des ompatiations obtenues n'est pas lisse, mais
a pour singularités elles des hamps de modules de variétés abéliennes ave struture paraho-
rique de genre plus petit. Nous sommes amenés à reprendre la onstrution des ompatiations
sans niveau de Faltings et Chai, en modiant l'étape d'approximation pour préserver le groupe
de p-torsion des variétés abéliennes. Nous donnons omme appliation une nouvelle preuve de
l'existene du sous-groupe anonique pour des familles de variétés abéliennes.
Abstrat.  (Compatiation of Siegel modular varieties with bad redution)
We onstrut arithmeti toroidal ompatiations of the moduli stak of prinipally polarized
abelian varieties with parahori level struture. To this end, we extend the methods of Faltings
and Chai [FC90℄ to a ase of bad redution. Our ompatiations are not smooth near the
boundary ; the singularities are those of the moduli staks of abelian varieties with parahori
level struture of lower genus. We modify Faltings and Chai's onstrution of ompatiations
without level struture. The key point is that our approximation preserves the p-torsion subgroup
of the abelian varieties. As an appliation, we give a new proof of the existene of the anonial
subgroup for some families of abelian varieties.
Classiation mathématique par sujets (2000).  14K10, 14G35.
Mots lefs.  abelian varieties, Siegel modular varieties, toroidal ompatiations, parahori level stru-
ture, bad redution, anonial subgroup.
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Dans et l'artile, g désigne un entier naturel et l'on note Ag le hamp de modules des shé-
mas abéliens prinipalement polarisés de genre g. Ce hamp est algébrique et lisse sur Spec(Z),
mais pas propre. En eet, le ritère valuatif de propreté n'est pas vérié ar si R est un anneau
de valuation disrète de orps des frations K, il existe des variétés abéliennes prinipalement
polarisées sur Spec(K) qui ne se prolongent pas en des shémas abéliens sur Spec(R). Il est
don naturel de onstruire des ompatiations de Ag. Ce problème, initié par Mumford, est
rihe d'une longue histoire [Ray92℄. Ash, Mumford, Rapoport et Tai [AMRT75℄ d'une part,
Faltings et Chai [FC90℄ d'autre part, ont onstruit des ompatiations toroïdales de Ag.




la ompatiation toroïdale assoiée à un tel éventail Σ. Sous une hypothèse de nature om-




est lisse sur Spec(Z) et le omplémentaire de Ag forme un diviseur à roisements normaux.
La stratiation induite par e diviseur est paramétrée par Σ et l'on peut assoier à haque
strate un rang r ≤ g. Le omplété formel de la ompatiation le long d'une strate de rang
r est isomorphe au omplété formel d'un ertain bré en plongements toriques M
r
→ Br le
long d'une strate, où Br → Ag−r est un shéma abélien.
Si g ≥ 2, on ne dispose malheureusement pas d'interprétation modulaire des ompati-
ations toroïdales de Ag. On peut toutefois armer qu'elles paramètrent tous les shémas
semi-abéliens sur les traits qui sont génériquement des shémas abéliens prinipalement pola-
risés. La propreté de es ompatiations résulte alors du ritère valuatif et du théorème de
rédution semi-stable pour les variétés abéliennes [SGA7 ix th. 3.6℄.
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Énoné du théorème prinipal.  Dans la suite de l'artile, on xe un nombre premier
p, un entier s ≤ g et un ensemble ordonné non vide
D = {d1 < d2 < · · · < ds} ⊂ {1, · · · , g} .
Dénissons le hamp Ag,0 omme l'espae de modules relatif surAg qui paramètre les drapeaux
de sous-groupes nis, plats et totalement isotropes
H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs
du groupe de p-torsion de la variété abélienne universelle, tels que Hi soit de rang di pour
tout i ≤ s. On dit que Ag, 0 est le hamp des shémas abéliens prinipalement polarisés de
genre g munis d'une struture de niveau parahorique de type D en p. Ce hamp est algébrique
mais n'est pas lisse sur Spec(Zp) ; on dit qu'il a mauvaise rédution en p. Il n'est pas propre
sur Spec(Z), et le but de et artile est d'en onstruire des ompatiations toroïdales. Bien
sûr, on ne peut pas obtenir de ompatiations lisses ; on voudrait toutefois ontrler leurs
singularités. Le résultat suivant sera préisé dans le théorème 3.1.8.3.
Théorème prinipal.  Il existe un hamp algébrique anonique A
Σ
g, 0 qui est propre sur
Spec(Z), qui ontient Ag, 0 omme ouvert dense et tel qu'il existe une èhe propre
A
Σ
g, 0 −→ A
Σ
g
prolongeant le morphisme d'oubli du niveau. Le hamp A
Σ
g, 0 est muni d'une stratiation
paramétrée par Σ et l'on peut dérire son omplété formel le long d'une strate par ertains
brés en plongements toriques. En partiulier, ses singularités sont produits de singularités
toriques et des singularités des hamps Ag−r, 0 pour r ≥ 0.
La présene de singularités toriques est due au aratère trop restritif du hoix ombinatoire
Σ. Pour remédier à e problème, nous remplaçons le hoix de Σ par elui d'un éventail S re-
ouvrant un omplexe onique adéquat. Dans le théorème 3.2.7.1, nous onstruisons une om-
patiation toroïdale  améliorée  dépendant de S. Ses singularités sont elles des hamps
Ag−r, 0 pour r ≥ 0. En partiulier, la ompatiation améliorée est lisse sur Spec(Z[1/p]) et
le omplémentaire de Ag, 0 est un diviseur à roisements normaux.
La méthode de Faltings et Chai utilise de manière ruiale la lissité de Ag, et n'est don pas
diretement transposable aux as de mauvaise rédution. Nous ontournons e problème en
reprenant la onstrution des ompatiations de Ag et en la modiant. En partiulier, notre
approximation sur la variété sans niveau préserve le sous-groupe de p-torsion. On trouvera
don dans ette thèse la onstrution simultanée des ompatiations de Ag et de Ag, 0. Nous
donnons une présentation diérente des résultats de [FC90℄ en introduisant les notions de
1-motif de Mumford et de atégorie brée à la frontière.
La tehnique utilisée ii est transposable à de multiples as P.E.L, omme elui des va-
riétés de Hilbert-Siegel ou elui des variétés de Shimura unitaires, en utilisant les résultats
de [Gör03℄ et de [Gör01℄. Toutefois, la onstrution de ompatiations toroïdales en une
plae de mauvaise rédution qui divise le degré de la polarisation ou le disriminant de l'an-
neau d'endomorphismes reste un problème ouvert ; les méthodes de [FC90℄ ne semblent pas
s'y adapter.
Nous donnons omme appliation une nouvelle preuve de l'existene du sous-groupe ano-
nique pour des familles de variétés abéliennes, due à Abbès et Mokrane [AM04℄ et à Andreatta
et Gasbarri [AG07℄. Nous utilisons une idée due à Vinent Pilloni. Supposons queD = {g} ; on
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parle alors de struture de niveau de Siegel. Soit Ag, 0 (resp. Ag) une ompatiation toroï-
dale de Ag, 0 (resp. de Ag). Nous dénissons le lieu ordinaire A
ord
g de Ag × Spec(Fp) et le lieu
ordinaire-multipliatif A
ord−mult
g, 0 de Ag, 0 × Spec(Fp). Nous montrons que la setion de A
ord
g






Nous en déduisons le théorème suivant grâe à la  suronvergene du tube , démontrée
dans [Ber96, th. 1.3.5℄.




g, 0 induit un isomorphisme entre des voisinages
strits des tubes de haun de es deux shémas dans les espaes rigides assoiés à Ag et à
Ag, 0.
Ce théorème montre l'existene du sous-groupe anonique sur un voisinage strit du tube
du lieu ordinaire. Notre méthode ne permet pas de préiser quantitativement e voisinage,
ontrairement à [AM04℄ et à [AG07℄.
Plan de l'artile.  Dans la première partie, on dénit la notion de groupe de p-torsion d'un
1-motif et elle de struture de niveau parahorique sur un 1-motif. On traite de la onstrution
de Mumford et l'on introduit la atégorie des 1-motifs de Mumford, qui est une version plus
synthétique de la atégorie DDpol de Faltings et Chai. On dérit également les espaes de
modules de 1-motifs ave et sans niveau.
Dans la seonde partie, nous onstruisons les artes loales formelles des ompatiations.
Nous ompations partiellement de manière torique les espaes de modules de 1-motifs, en
utilisant leur desription omme torseurs sous des tores ; 'est ii qu'intervient le hoix om-
binatoire Σ. Nous omplétons es ompatiations partielles le long de strates, pour pouvoir
eetuer une onstrution de Mumford. On remarque que le groupe de p-torsion du quotient
à la Mumford est une donnée algébrique, qui existe sur l'espae de modules des 1-motifs avant
omplétion ; ela s'avérera essentiel dans la suite. Nous approximons ensuite le résultat de
la onstrution de Mumford. C'est l'étape la plus déliate de la onstrution sans niveau,
qui requiert la lissité des espaes de modules. En eet, il faut s'assurer que l'approximation
n'entraîne pas de perte d'information (proposition 2.3.4.1). Ce ontrle s'eetue grâe à l'iso-
morphisme de Kodaira-Spener (proposition 2.2.1), qui n'existe que sur des bases lisses. Nous
onstruisons une approximation préservant le groupe de p-torsion (proposition 2.3.3.1) ; ela
a un sens puisque e groupe est une donnée algébrique. Nous dénissons enn les artes loales
algébriques. Celles relatives à Ag, 0 n'auraient auun intérêt si le groupe de p-torsion n'avait
pas été préservé lors de l'approximation.
Dans la troisième partie, nous onstruisons les ompatiations toroïdales. Nous reollons
les artes loales algébriques grâe à la onstrution de relations d'équivalene étales. Nous
utilisons à nouveau la lissité dans la onstrution sans niveau via l'isomorphisme de Kodaira-
Spener (proposition 3.1.1). Comme Ag, 0 est propre sur Ag, il sut de vérier la propreté de
la ompatiation sans niveau (prop. 3.1.5.2). Cela repose sur le ontrle de l'approximation
permis par l'isomorphisme de Kodaira-Spener. Nous onstruisons ensuite une ompatia-
tion  améliorée , qui n'a pas de singularités d'origine torique. Pour ela, nous remplaçons
le hoix de Σ par elui d'une déomposition polyédrale S d'un ertain omplexe onique. De
plus, la ombinatoire de la stratiation de Ag, 0 se lit bien plus aisément sur S que sur Σ.
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Dans la quatrième partie, nous redémontrons l'existene du sous-groupe anonique en sui-
vant une idée de Vinent Pilloni. Nous y utilisons un théorème de  suronvergene du tube 
de [Ber96℄.
Je remerie haleureusement Alain Genestier, qui m'a initié aux ompatiations et à la
mauvaise rédution des variétés de Shimura, de m'avoir onsaré tant de temps lors de longues
disussions mathématiques. Je suis également redevable à Lu Illusie de la démonstration du
lemme 2.3.2.2, et à Vinent Pilloni de l'idée utilisée dans la démonstration du théorème 4.2.1.
1. Variétés abéliennes à rédution semi-stable et 1-motifs
1.1. Shémas semi-abéliens.  Soit S un hamp algébrique.
Dénition 1.1.1.  Un shéma semi-abélien G→ S est un shéma en groupes lisse, séparé,
à bres géométriquement onnexes, tel que pour tout s ∈ S la bre Gs soit extension d'une
variété abélienne As par un tore Ts.
Théorème 1.1.2 ([FC90℄, proposition I.2.7).  Soient S un hamp algébrique n÷thé-
rien normal, U un ouvert dense de S, et G, G′ deux shémas semi-abéliens sur S. Le mor-




−→ HomU (GU , G
′
U ).
Soient S un hamp algébrique n÷thérien et G → S un shéma semi-abélien. Pour tout
s ∈ S, le tore Ts dénit un faiseau étale en Z-modules libres de rang ni sur s en posant
Xs = Homs(Ts,Gm).
Le théorème suivant montre que es onstrutions se reollent.
Théorème 1.1.3 ([FC90℄, théorème I.2.10).  Il existe un unique faiseau étale
onstrutible X sur S tel que pour tout point s de S, on ait X ×S s = Xs.
On dit que G est de rang torique onstant si le faiseau étale X est loalement onstant sur
S.
Proposition 1.1.4 ([FC90℄, orollaire I.2.11).  Soient S un shéma n÷thérien et G→
S un shéma semi-abélien de rang torique onstant. Il existe un tore T → S, un shéma abélien
A→ S et une manière d'érire G omme extension sur S
0 −→ T −→ G −→ A −→ 0.
Dans la suite de et artile les shémas semi-abéliens de rang torique onstant seront notés
ave un tilde, omme par exemple G˜. Les lasses d'isomorphismes d'extensions
0 −→ T −→ G˜ −→ A −→ 0
sont paramétrées par Ext1
Z
(A,T ), qui est égal à HomZ(X,A
t) par la formule de Barsotti-Weil.
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1.2. Les 1-motifs.  On se donne un hamp algébrique S et l'on note CbS la atégorie
des omplexes bornés de faiseaux fppf en groupes abéliens sur S et DbS la atégorie dérivée
assoiée. On dit qu'un faiseau étale sur S est un réseau s'il est loalement onstant à valeurs
dans un Z-module libre de rang ni.
Dénition 1.2.1 ([Del74℄, dénition 10.1.1).  Un 1-motif M → S est la donnée d'un
shéma semi-abélien de rang torique onstant G˜ → S, d'un réseau Y → S et d'un omplexe
de CbS onentré en degrés −1 et 0
M = [Y → G˜].
Remarque 1.2.2.  Comme tous les quasi-automorphismes de e omplexe sont des auto-
morphismes ([Ray94℄, 10.2.14), on peut indiéremment onsidérer M omme un objet de CbS
ou de DbS .
On note MotS la atégorie des 1-motifs sur S. Le genre d'un 1-motif M est l'entier
rgZ(Y ) + dimSG˜ .
Soit 0 → T → G˜ → A → 0 l'extension qui dénit G˜ sur S. Le 1-motif M est muni d'une
ltration roissante à trois rans dénie par
W1(M) = [0→ T ] ⊂ W2(M) = [0→ G˜] ⊂ W3(M) =M .
Cette ltration vérie
GrW1 (M) = [0→ T ], Gr
W
2 (M) = [0→ A] et Gr
W
3 (M) = [Y → 0] .
Ces gradués sont appelés respetivement multipliatif, abélien, étale, et W2 est appelé la partie
semi-abélienne de M .
1.2.3. Dualité, isogénie et polarisation.  Dans e paragraphe, on dénit un fonteur de
dualité M 7→M t qui étend le fonteur A 7→ At = Ext1(A,Gm) déni sur les shémas abéliens,
le fonteur T 7→ Hom(T,Gm) déni sur les tores et le fonteur X 7→ Hom(X,Gm) déni sur
les réseaux.
Proposition 1.2.3.1 ([Del74℄, 10.2.11).  Soit M → S un 1-motif. Le omplexe
τ≤0 RHomS(M,Gm[1])
de DbS est onentré en degrés −1 et 0 et admet un représentant anonique dans C
b
S qui est un
1-motif.
On note M t e 1-motif, qui dépend fontoriellement de M . Comme les shémas abéliens
d'une part et les tores et les Z-modules d'autre part vérient la propriété de bidualité, on peut
voir que les 1-motifs M et (M t)t sont anoniquement isomorphes. On note A, T , G˜, Y les
diérents onstituants de M , on note X = Hom(T,Gm) et l'on note T
t = Hom(Y,Gm). On a
[0→ A]t = [0→ At] , [0→ T ]t = [X → 0],
[Y → 0]t = [0→ T t] et [0→ G˜]t = [X
c
→ At]
où c est l'image de l'élément de Ext1(A,T ) orrespondant à la lasse d'isomorphisme de G˜
par l'isomorphisme Ext1(A,T )
∼
→ Hom(X,At).





2 (λ) et λet = Gr
W
3 (λ).
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Dénition 1.2.3.2.  On dit que λ est une isogénie si λm et λab sont respetivement des
isogénies de tores et variétés abéliennes, et si λet est une injetion à onoyau ni.
L'existene d'une isogénie entreM1 etM2 implique que es derniers ont même rangs torique,
abélien et étale. Notons que le dual d'une isogénie est une isogénie. Soit λ : M → M t une
isogénie.
Dénition 1.2.3.3.  On dit que λ est une polarisation si λab est une polarisation du
gradué abélien et si λtm = λet.
Une polarisation est prinipale si 'est un isomorphisme. Par dénition, le degré d'une
polarisation est l'entier
deg(λ) = deg(λab) deg(λm)
2.
Si M est polarisé, son rang torique et son rang étale sont égaux.
1.2.4. Noyau d'une isogénie.  Soit f : M −→ M ′ une isogénie entre 1-motifs sur S. On




f // M ′ .
Il est représentable par un groupe ni et plat sur S appelé noyau de f , et est muni d'une
struture d'extension panahée dont les gradués sont
GrW0 (Ker(f)) = Ker(fm) ,
GrW1 (Ker(f)) = Ker(fab) ,
GrW2 (Ker(f)) = Coker(fet) .
Le dual de Cartier de Ker(f) est Ker(f t). Si f : M → M est la multipliation par un
entier n, on pose M [n] = Ker(f). Si T , A et Y sont les onstituants de M , les gradués
de M [n] sont T [n], A[n] et Y/nY . Comme M [n] et M t[n] sont duaux de Cartier, il existe une
appliation bilinéaire anonique M [n]⊗M [n]→ µn. Une polarisation prinipale de M induit
un aouplement alterné non dégénéré M [n]×M t[n]→ µn.
Soit M un 1-motif et n un entier. On obtient une orrespondane bijetive entre l'ensemble
des isogénies f :M →M ′ telles que Ker(f) ⊂M [n] et l'ensemble des sous-shémas en groupes
H ⊂ M [n] en assoiant à f le sous-groupe Ker(f) et à H l'isogénie naturelle de M vers le
ne de H[0]→M , qui est bien un 1-motif.
1.2.5. Strutures de niveau parahoriques sur les 1-motifs.  Soient S un hamp algébrique
et M un 1-motif prinipalement polarisé de genre g sur S. Rappelons que dans l'introdution
de et artile, on a xé un nombre premier p, un entier s ≤ g et un ensemble ordonné non
vide
D = {d1 < d2 < · · · < ds} ⊂ {1, · · · , g} .
Dénition 1.2.5.1.  Une struture de niveau parahorique sur M de type D en p est la
donnée d'un drapeau de sous-groupes nis et plats sur S
H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs ⊂M [p]
tel que Hi soit de rang p
di
pour i ≤ s et que Hs soit totalement isotrope pour l'aouplement
sympletique sur M [p] provenant de la polarisation.
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On démontre la proposition suivante en utilisant la orrespondane entre sous-groupes et
isogénies et en reopiant la preuve de l'énoné analogue pour les shémas abéliens ([dJ93℄,
proposition 1.7).
Proposition 1.2.5.2.  Les deux atégories suivantes sont équivalentes :
 la atégorie des 1-motifs M prinipalement polarisés de genre g munis d'une struture de
niveau parahorique de type D en p,






















M =M0 // M1 // · · · // Ms−1 //Ms
où la ligne horizontale médiane est duale de la ligne horizontale supérieure, la ligne hori-
zontale inférieure est égale à la ligne horizontale supérieure, la omposée Mi →M
t
i →Mi
est égale à la mutipliation par p pour i ≤ s, l'isogénie λs est une polarisation, λ
′
0 est
l'inverse d'une polarisation prinipale et le degré de M →Mi est égal à p
di
pour i ≤ s.
1.2.6. Position relative.  Soit H• ⊂M [p] une struture de niveau parahorique de type D.
Dans e paragraphe, on lui assoie un invariant disret wH• paramètrant la position relative
de H• et de la ltration de l'extension panahée M [p]. Soit V = ⊕
2g
j=1 Fp · xj un Fp-espae
vetoriel de dimension 2g muni d'une base (xj). Considérons la matrie de taille 2g × 2g







où J ′ est la matrie anti-diagonale dont les oeients non nuls sont égaux à 1. On dénit
GSp2g omme le shéma en groupes sur Spec(Fp) dont les R-points sont
GSp2g(R) = {(γ, ν) ∈ GL2g(R)×Gm(R) | γ
t J γ = νJ } .




Fp · xj .
On pose W2 =W
⊥
1 , W3 = V et l'on obtient un drapeau à trois rans noté W• ; on lui assoie
le sous-groupe parabolique P = StabGSp2g (W•) de GSp2g. De même, on dénit un drapeau





pour 1 ≤ i ≤ s. On lui assoie le sous-groupe parabolique
PD = StabGSp2g (V
StdD
• )
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de GSp2g. On pose
W = P (Fp) \ GSp2g(Fp) / PD(Fp) .
Ce double quotient paramètre les positions relatives de deux drapeaux de V . Si L et LD sont
des sous-groupes de Levi de P et PD, et si WGSp2g , WL et WLD désignent les groupes de Weyl
de GSp2g, de L et de LD, la déomposition de Bruhat montre que W est un ensemble ni et
que
W =WL \ WGSp2g / WLD .
Pour tout w ∈ W et 1 ≤ i ≤ s, on pose
mi = dimFp
(












w · V StdDi → Gr3(W•)
))
.
Ces nombres déterminent w de manière unique.
Soient S un hamp algébrique onnexe, M un 1-motif sur S, prinipalement polarisé, de
rang torique r, de genre g et H• une struture parahorique de type D en p. Nous avons vu que
la struture d'extension panahée dénit un drapeau sur M [p], dont les gradués GrW1 , Gr
W
2 et
GrW3 sont respetivement appelés multipliatif, abélien et étale. Pour tout 1 ≤ i ≤ s, on pose


















On a mi+ai+ ei = di et les suites (mi)i, (ai)i et (ei)i sont roissantes. On dénit un drapeau




















pour 1 ≤ i ≤ s. Par onvention, si mi = 0 la première somme direte est nulle ; il en est de
même ave ai et ei. Il existe un élément (non unique) γ ∈ GSp2g(Fp) qui onjugue les drapeaux
V H•• et V
StdD
• . Son image dansW est bien déterminée et on la note wH• ; 'est l'invariant disret
assoié à la struture de niveau parahorique H• ⊂ M [p] de type D. Inversement, si M → S
est xé on voit aisément que pour tout w ∈ W, il existe une struture de niveau H• ⊂ M [p]
telle que wH• = w.
1.3. Constrution de Mumford.  Dans e paragraphe, nous dénissons la notion de
1-motif de Mumford, version plus synthétique des données de dégénéresene du hapitre 3
de [FC90℄. On note Ouv la atégorie dont les objets sont les diagrammes (U →֒ S) où S est






U ′ // S′ .
Soit (U →֒ S) un objet de Ouv.
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Dénition 1.3.1.  Un 1-motif de Mumford M sur (U →֒ S) est un triplet (G˜, Y,MU ) où
 G˜ est un shéma semi-abélien de rang torique onstant sur S,
 Y est un réseau sur S,
 MU = [YU → G˜U ] est un 1-motif sur U , où YU et G˜U désignent les restritions de Y et
de G˜ à U .
On noteMumU,S la atégorie des 1-motifs de Mumford. La restrition à U induit un fonteur
MumU,S → MotU qui est pleinement dèle d'après le théorème 1.1.2. Soit λ : M → M
′
un
morphisme de 1-motifs de Mumford. On dit que λ est une isogénie si λU est une isogénie de
1-motifs. On dénit le dual M t deM omme l'unique 1-motif de Mumford qui étend le 1-motif
(MU )
t
; son existene résulte de la onstrution de M t. Une polarisation λ : M →M t est une
isogénie telle que λU soit une polarisation du 1-motif MU . On note MumU,S, pol la atégorie des
1-motifs de Mumford polarisés sur (U → S). Les èhes de ette atégorie sont les morphismes
de 1-motifs de Mumford qui respetent les polarisations ; e sont don des isogénies.
Soit M un 1-motif de Mumford sur (U →֒ S). On note Y , T , A, G˜ les shémas en groupes
qui lui sont assoiés et X = Hom(T,Gm). On note Y le plus grand sous-faiseau onstrutible
de Y muni d'une èhe Y → G˜ prolongeant YU → G˜U . Si G˜
t
désigne la partie semi-abélienne
de M t, on note X ⊂ X le plus grand sous-faiseau onstrutible de X muni d'une èhe
X → G˜t prolongeant XU → G˜
t
U . On pose X = X/X et Y = Y/Y ; e sont deux faiseaux
onstrutibles sur S. Notons DivS le faiseau des diviseurs de S. Nous onstruisons à présent
une forme bilinéaire anonique
B : Y ⊗X −→ DivS .
Supposons d'abord que S soit un trait de point générique U = Spec(K) et que les faiseaux
X et Y soient onstants. Comme A est le modèle de Néron de sa bre générique, la valuation
de K induit des isomorphismes
G˜(K)/G˜(R) ≃ T (K)/T (R) ≃ Hom(X,Z) .
Le plongement Y →֒ G˜(K) induit une forme bilinéaire Y ⊗X → Z qui se fatorise en Y ⊗X →
Z et ne dépend que de la lasse d'isomorphisme deM . La onstrution de B dans le as général
s'en déduit par loalisation le long de haque diviseur et desente étale.
Remarque 1.3.2.  La forme B prend ses valeurs dans le sous-faiseau des diviseurs de S
dont le support est disjoint de U . Si M est polarisé, B vérie la ondition de symétrie suivante
vis-à-vis de la partie étale φ : Y → X de la polarisation : pour toutes setions loales y et y′
de Y , on a
B(y, φ(y′)) = B(y′, φ(y)) .
Si la polarisation est prinipale, B induit une forme bilinéaire symétrique sur Y lorsque l'on
identie X et Y à l'aide de φ.
1.3.3. Constrution de Mumford généralisée.  Dans ette partie, nous traduisons des ré-
sultats du hapitre 3 de [FC90℄ dans le langage des 1-motifs de Mumford. Introduisons la
atégorie OuvComp dont les objets sont les diagrammes (U → S ← S0), où S est un shéma
ane normal exellent, où S0 est un sous-shéma fermé déni par un idéal réduit tels que S
soit S0-omplet, et où U est un sous-shéma ouvert dense de S disjoint de S0. Les èhes de
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U ′ // S′ S′0
oo
Introduisons maintenant une notion de positivité sur les 1-motifs de Mumford polarisés.
Soient M un 1-motif de Mumford polarisé sur (U →֒ S) et φ : Y → X l'injetion à onoyau
ni assoiée.
Dénition 1.3.3.1.  M est positif relativement à S0 si pour toute setion loale non nulle
y de Y , le diviseur B(y, φ(y)) est eetif et son support ontient S0.
La positivité de M implique que YS0 = XS0 = 0 et que MU est un 1-motif ohomologique-
ment onentré en degré 0, i.e. H−1(MU ) = 0 et YU s'injete dans G˜U . On note
MumU,S,S0, pol,+
la atégorie des 1-motifs de Mumford polarisés sur (U →֒ S) positifs relativement à S0. La
proposition 1.4.1.1 montrera qu'elle est équivalente à la atégorie DDpol dénie dans le pa-
ragraphe III.2 de [FC90℄. On note DegU,S,S0, pol la atégorie des shémas semi-abéliens sur S,
abéliens polarisés sur U et de rang torique onstant sur S0. On demande en outre que la partie
torique de GS0 soit isotriviale sur S0. Les èhes sont les morphismes de shémas semi-abéliens
qui respetent la polarisation ; e sont don des isogénies.
Remarque 1.3.3.2.  On ne trouve pas la ondition d'isotrivialité dans [FC90, h. II℄.
Comme le remarque Lan [Lan08, 3.3.3.1℄, elle est pourtant néessaire pour algébriser l'exten-
sion de Raynaud de G (f. aussi [SGA7 ix 7.2.1℄ et [SGA3 x 3.2℄). De plus, ette ondition
permet d'éliminer l'hypothèse [FC90, II.3.a℄.
Le but de la onstrution de Mumford est d'exhiber un fonteur
Mpol : MumU,S,S0, pol,+ −→ DegU,S,S0, pol




Théorème 1.3.3.3 ([FC90℄, orollaires III.7.2, 7.3 et 7.5).  Il existe un fonteur a-
nonique expliite
Mpol : MumU,S,S0, pol,+ −→ DegU,S,S0, pol .
Il réalise une équivalene de atégories. Soit M = (G˜, Y,MU = [YU → G˜U ]). Si l'on note
G = Mpol(M), et si l'on désigne par X(G) le faiseau onstrutible assoié à G par le théo-










−→ MU [p] .
En partiulier, GU [p] est muni d'une struture d'extension panahée.
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1.3.4. Globalisation de la forme bilinéaire symétrique.  Soient S un hamp algébrique nor-
mal exellent, U un ouvert dense de S et G un shéma semi-abélien sur S abélien polarisé
sur U . On note KU le noyau de la polarisation de GU et K son adhérene dans G. Cette
adhérene est un shéma en groupes quasi-ni et plat sur S. Dans la partie II.2 de [FC90℄,
Faltings et Chai montrent que le quotient G/K est représentable par un shéma semi-abélien
noté Gt → S. Comme GtU est indépendant du hoix de la polarisation, le théorème 1.1.2
montre que Gt ne dépend pas du hoix de la polarisation de GU .
Pour tout objet (U → S ← S0) de OuvComp, la onstrution de Mumford est ompatible




t). Dans la proposition suivante, on se plae à nouveau dans le as où S est un
hamp algébrique normal exellent quelonque et U est un ouvert de S.
Proposition 1.3.4.1 ([FC90℄, hapitre III, théorème 10.1).  Il existe une unique
forme bilinéaire
B(G) : X(Gt)×X(G) −→ DivS






D'après le théorème 1.1.2, la polarisation Gη → G
t
η s'étend en un morphisme G→ G
t
qui









pour toutes setions loales y et y′ deX(Gt) et la positivité deM−1pol(G) implique que B(y, φ(y))
est un diviseur eetif dont le support est le lieu de non annulation de y.
1.3.5. Appliation de Kodaira-Spener.  Soient (U → S ← S0) un objet de OuvComp
et G un objet de DegU,S,S0, pol. On note G
t
le dual de G déni dans le paragraphe préédent,
λ : G → Gt l'extension sur S de la polarisation sur U , on note eG : S → G et eGt : S → G
t
les setions neutres, on note ΩG = e
∗
G ΩG/S le faiseau des 1-formes diérentielles invariantes
sur G et l'on note ΩGt = e
∗
Gt ΩGt/S . On suppose que S → Spec(Z) est formellement lisse et
que le omplémentaire ∂S de U dans S est un diviseur à roisements normaux.
Proposition 1.3.5.1 ([FC90℄, partie III.9, page 84).  Il existe une èhe anonique





appelée èhe de Kodaira-Spener. Elle se fatorise en
KM/S : Coker
(




−→ Ω1S/Z(log ∂S) ,
où la èhe ΩGt ⊗ ΩGt −→ ΩG ⊗ Ω
t
G envoie x⊗ y sur λ
∗(x)⊗ y − λ∗(y)⊗ x.
La èhe de Kodaira-Spener est onstruite grâe aux 1-motifs obtenus par l'inverse de
la onstrution de Mumford. D'après [FC90, oro. III.9.8℄, elle se globalise dans le as où
(U →֒ S) est un objet de Ouv et G un shéma semi-abélien sur S qui est abélien polarisé
sur U .
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1.3.6. Struture de niveau parahorique.  Si (U → S ← S0) est un objet de OuvComp, on
note DegU,S,S0, pol, 0 la atégorie des shémas semi-abéliens G sur S de partie torique isotriviale
sur S0 dont la restrition à U est un shéma abélien polarisé muni d'une struture de niveau
parahorique de type D en p. De même, on note MumU,S,S0, pol,+, 0 la atégorie des 1-motifs
de Mumford polarisés positifs dont le 1-motif sous-jaent sur U est muni d'une struture de
niveau parahorique de type D en p. La proposition suivante déoule du théorème 1.3.3.3 par
fontorialité de la onstrution de Mumford.
Proposition 1.3.6.1.  Le fonteur Mpol induit une équivalene de atégories
Mpol : MumU,S,S0, pol,+, 0 −→ DegU,S,S0, pol, 0
Cette proposition justie l'étude des espaes de modules de 1-motifs polarisés munis de
strutures de niveau parahorique.
1.4. Espae de modules de 1-motifs.  Dans e paragraphe, on montre que les hamps
de modules de 1-motifs prinipalement polarisés qui sont munis de strutures de niveau para-
horique sont algébriques, et on les dérit expliitement. Commençons par traiter le as d'une
struture de niveau triviale.
1.4.1. Desription symétrique d'un 1-motif.  Pour tout shéma abélien A, on note PA le
bré de Poinaré sur A×At.
Proposition 1.4.1.1 ([Del74℄, proposition 10.2.14).  La atégorie des 1-motifs est
équivalente à la atégorie dont les objets sont les familles formées de
 un shéma abélien A,
 deux faiseaux isotriviaux X et Y ,
 des morphismes c : X → At et ct : Y → A,
 une trivialisation de la Gm-biextension (c
t × c)∗PA sur Y ×X.
La atégorie des 1-motifs prinipalement polarisés est équivalente à la atégorie dont les objets
sont les familles formées de
 un shéma abélien A prinipalement polarisé par λA,
 un réseau X,
 un morphisme c : X → A,
 une trivialisation symétrique de la Gm-biextension symétrique (c × c)
∗PA, où PA est vu
omme une Gm-biextension sur A×A via λA.
1.4.2. Espae de modules.  Soient r ≤ g un entier et X un Z-module libre de rang r. On
note T = Hom(X,Gm), on note Ag−r le hamp des shémas abéliens prinipalement polarisés
de genre g − r, et l'on note Ag−r → Ag−r le shéma abélien universel.





→ T) où M est un 1-motif, λ une polarisation prini-








→ X est l'identité de X.
Comme le groupe d'automorphismes de la partie abélienne polarisée GrW2 (M) est ni, le
groupe d'automorphismes d'un 1-motif prinipalement polarisé rigidié est également ni. On
note M le hamp des 1-motifs prinipalement polarisés de genre g qui sont rigidiés par X.
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Proposition 1.4.4.  Le hamp M est algébrique et se dévisse en
M−→ B = Hom(X,Ag−r) −→ Spec(Z) ,





La lasse d'isomorphisme de e torseur est donnée dans la démonstration suivante.
Démonstration.  Il sut de montrer la deuxième assertion. On utilise la proposition 1.4.1.1
en réutilisant les mêmes notations. La èhe M→ B envoie M sur c : X → Ag−r et M→ B
est l'espae de modules relatif des trivialisations de la biextension symétrique (c × c)∗PAg−r .











don une lasse d'isomorphisme de E-torseurs sur B, qui est elle de M.
1.4.5. Desription symétrique d'une struture de niveau.  Donnons une variante de la pro-
position 1.4.1.1 pour les 1-motifs munis d'une struture de niveau parahorique de type D en
p. Soit w ∈ W d'entiers assoiés mi, ai et ei.
Proposition 1.4.5.1.  Le hamp des 1-motifs prinipalement polarisés de genre g, de rang
torique r, munis d'une struture de niveau parahorique de type D et d'invariant w en p est




















































































































































































A0 // A1 // · · · // As
et de trivialisations τi de la Gm-biextension (Yi×Xi → Ai×A
t
i)
∗Pi sur Yi×Xi pour 0 ≤ i ≤ s
(où Pi est la biextension de Poinaré sur Ai ×A
t
i) telles que :
 la fae avant et la fae arrière du diagramme sont égales,
 les objets de la fae supérieure sont des faiseaux isotriviaux et les èhes de ette fae
sont des injetions ; X0 → Y0 est un isomorphisme ; pour tout i ≤ s, les omposés Yi →
Xi → Xi sont égaux à la multipliation par p et les onoyaux des omposés Y0 → Yi et
Xi → X0 sont de ardinaux respetifs p
ei
et pmi ,
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 les objets de la fae inférieure sont des shémas abéliens de genre g − r et les èhes de
ette fae sont des isogénies ; le omplexe At0 ← A
t
1 ← · · · ← A
t
s est le dual du omplexe
A0 → A1 → · · · → As ; A0 → A
t
0 et As → A
t
s sont des polarisations, A
t
0 → A0 est un
isomorphisme ; pour tout i ≤ s, la omposée Ai → A
t
i → Ai est la multipliation par p et
le degré de l'isogénie A0 → Ai est p
ai
.
 pour tout i ≤ s, la trivialisation τi induit une trivialisation symétrique de la biextension




 les trivialisations τi sont ompatibles aux èhes de transitions Yi → Yi+1, Xi ← Xi+1 et
Ai → Ai+1.
1.4.6. Espae de modules ave struture de niveau parahorique.  On pose Y = X et l'on
noteM0 le hamp des 1-motifs de genre g, prinipalement polarisés et rigidiés par Y et munis
d'une struture parahorique de type D en p. On va montrer qu'il est algébrique et en donner





oùMw0 est le hamp des 1-motifs munis d'une struture de niveau parahorique d'invariant w,
qui est ouvert et fermé dansM0. Il sut de montrer queM
w
0 est algébrique pour tout w ∈ W,
et de le dérire expliitement. On note Bw0 le hamp de modules des diagrammes ommutatifs
omme dans la proposition 1.4.5.1, qui sont munis d'un isomorphisme entre
Y0 // X0 // Y0 et Y
× p // X
Id // Y .
On remarque que les degrés des èhes Yi → Yi+1, Xi+1 → Xi et Ai → Ai+1 sont déterminés
par w.
Proposition 1.4.6.1.  Le hamp algébrique Bw0 est un shéma en groupes propre sur une
union disjointe de variétés de Siegel Ag−r, 0 dont le type parahorique dépend de w.
Démonstration.  Soit B′w0 le hamp de modules des ouples de diagrammes ommutatifs
ayant les mêmes propriétés que le ouple formé par la fae supérieure et la fae inférieure du
diagramme de la proposition 1.4.5.1. Il est algébrique et est une union disjointe de variétés
de Siegel Ag−r,0 de genre g − r et de type parahorique
a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ag ≤ g − r .
Le hamp Bw0 → B
′w
0 paramètre les èhes Yi → Ai et Xi → A
t
i qui vérient des onditions de

















































































































Cela montre que le morphisme Bw0 → B
′w
0 est représentable par un shéma en groupes propre
et que le hamp Bw0 est algébrique.
La proposition 1.4.5.1 implique que le hamp relatifMw0 → B
w
0 paramètre ertaines familles
ompatibles de trivialisations de Gm-biextensions. On en déduit le résultat suivant.
Proposition 1.4.6.2.  La èhe Mw0 → B
w
0 est un torseur sous un groupe de type multi-
pliatif Ew0 isogène à E. En partiulier, le hamp M
w
0 est algébrique.
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L'analyse des deux dernières onditions de la proposition 1.4.5.1 montre que le groupe des

































· · ·oo Xs

oo
Y0 // Y1 // · · · // Ys
et
f //
signie que l'on a omposé la èhe orrespondante ave l'isomorphisme de ip (ou
symétrie) qui envoie a⊗ b sur b⊗ a.
1.4.7. Liberté.  Dans e paragraphe, nous montrons que Bw0 → B
′w
0 est un shéma abélien et
que Ew0 est un tore. Ces résultats seront utilisés dans le orollaire 3.1.7.2, lui-même néessaire
pour démontrer la proposition 3.1.8.1. On se donne des symboles εk pour 1 ≤ k ≤ r et on
note [k, k′] l'ensemble des entiers ompris entre k et k′. Soient ei, mi et ai les entiers assoiés
à w ∈ W. On xe des isomorphismes Yi
∼
→ ⊕rk=1Z · εk et Xi
∼
→ ⊕rk=1Z · εk pour 0 ≤ i ≤ s, tels
que
 le morphisme Y0 → Yi envoie εk sur p εk si k ∈ [1, ei], et sur εk sinon,
 le morphisme Xs → Xi envoie εk sur p εk si k ∈ [r −ms + 1, r −mi], et sur εk sinon.
1.4.7.1. Cas de Bw0 .  Commençons par énoner quelques lemmes préliminaires.
Lemme 1.4.7.2.  Soient B un shéma abélien, H1, H2, H et H
′
quatre sous-groupes nis
et plats de B tels que H1 +H2 ⊂ H ∩H
′






est extension de H ∩H ′ / H1 +H2 par B / H1 ∩H2.
Démonstration.  Cette limite projetive P est égale à
{(b1, b2) ∈ B ×B | b1 − b2 ∈ H ∩H
′} / H1 ×H2 .
La èhe qui envoie (b1, b2) sur b1− b2 dénit une surjetion de P sur H ∩H
′ /H1+H2 , dont
le noyau est
{(b1, b2) ∈ B ×B | b1 − b2 ∈ H1 +H2} / H1 ×H2 .
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On onlut en remarquant que l'immersion diagonale de B dans B×B induit un isomorphisme
de B / H1 ∩H2 sur e noyau.











est représentable par un shéma abélien, qui est égal au quotient de Hom(Yi, Ai) par le sous-
groupe ni et plat formé des éléments φ de Hom(Yi, Ai) tels que φ(εk) ∈ Ker(Ai → A
t
i) si
k ∈ [ei + 1, r −mi] et φ(εk) ∈ Ai[p] sinon.
Démonstration.  On pose B = Hom(Yi, Ai) et
H1 = { φ ∈ B | φ(pYi) = 0 },
H2 = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ker(Ai → A
t
i) } ,
H = { φ ∈ B | φ(pYi) ⊂ Ker(Ai → A
t
i) } ,
H ′ = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ai[p] } .
On applique le lemme 1.4.7.2 puis l'on observe que H ∩H ′ = H1 +H2 et que H1 ∩H2 est le
shéma en groupes annoné, qui est bien sûr ni. On voit qu'il est plat grâe à sa desription
expliite.
Pour tout 0 ≤ i ≤ s, on note Pi la limite projetive du diagramme obtenu à partir
de (1.4.6.A) en ne onservant que les objets dont l'indie est ≤ i.
Lemme 1.4.7.4.  Le morphisme naturel de Hom(Yi, A0) dans Pi est surjetif. Son noyau
est formé des éléments φ ∈ Hom(Yi, A0) vériant φ(εk) ∈ Ker(A0 → A
t
i) pour k ∈ [ei + 1, r −
mi]. En partiulier, Pi est un shéma abélien.
Démonstration.  On proède par réurrene sur i. Le as i = 0 résulte du lemme 1.4.7.3.
Supposons que les assertions onernant Pi−1 soient vériées et prouvons elles onernant Pi.
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par un sous-groupe dont la projetion Qi sur Hom(Yi−1, A0) est formée de morphismes vériant
φ(εk) ∈ Ker(A0 → A
t
i−1) pour k ∈ [ei−1 + 1, r −mi−1]. Posons B = Hom(Yi, A0) et
H1 = { φ ∈ B | φ(Yi−1) = 0 },
H2 = { φ ∈ B | φ(Yi) ⊂ Ker(A0 → Ai) } ,
H = { φ ∈ B | φ(Yi−1) ⊂ Ker(A0 → Ai) } ,
H ′ = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ker(A0 → A
t
i−1) } .
Si Ri désigne l'image inverse de Qi dans B, on voit que H ∩ H
′ / (H1 + H2 + Ri) = 0. Le
lemme 1.4.7.2 montre alors la surjetivité du morphisme naturel de B vers Pi. L'assertion
onernant son noyau résulte du alul de H1 ∩H2, e qui onlut la réurrene.
Corollaire 1.4.7.5.  Le shéma Bw0 est un shéma abélien sur B
′w
0 .
1.4.7.6. Cas de Ew0 .  Soit S
w
0 le groupe des aratères de E
w
0 . Il est limite indutive du
diagramme (1.4.6.B).
Lemme 1.4.7.7.  La limite indutive S′i du diagramme
Xi ⊗Xi f
//// Yi ⊗Xi Yi ⊗ Yifoo
oo
est un Z-module libre. Les éléments εk ⊗ εl et εl⊗ εk ∈ Yi⊗Xi ont même image dans S
′
i pour
(k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]
2
.
Démonstration.  Le morphisme Yi ⊗ Yi → Yi ⊗Xi obtenu par diérene envoie εk ⊗ εl sur
εk ⊗ εl − εl ⊗ εk si (k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]
2 ,
p εk ⊗ εl − εl ⊗ εk si (k, l) ∈ ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r])× [ei + 1, r −mi] ,
εk ⊗ εl − p εl ⊗ εk si (k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]× ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]) ,
p εk ⊗ εl − p εl ⊗ εk si (k, l) ∈ ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r])× ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]) .
D'autre part, le morphisme Xi ⊗Xi → Yi ⊗Xi envoie εk ⊗ εl sur εk ⊗ εl − εl ⊗ εk si k et l
sont dans ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]). Cela sut pour onlure.
Pour tout 0 ≤ i ≤ s, on note Si la limite indutive du diagramme obtenu à partir
de (1.4.6.B) en ne onservant que les objets dont l'indie est ≤ i.
Lemme 1.4.7.8.  Le Z-module Si est libre et les éléments εk ⊗ εl et εl ⊗ εk ∈ Yi ⊗Xi ont
même image dans Si pour k et l dans [ei + 1, r −mi].
Démonstration.  On proède par réurrene sur i. Le as i = 0 résulte du lemme 1.4.7.7.
Supposons les assertions vériées pour Si−1. Le Z-module Si est la limite indutive du dia-
gramme
Si−1 ←− Yi−1 ⊗Xi −→ S
′
i .
La èhe Yi−1 ⊗Xi → Yi−1 ⊗Xi−1 envoie εk ⊗ εl sur p εk ⊗ εl si l ∈ [r−mi + 1, r−mi−1], et
sur εk ⊗ εl sinon. La èhe Yi−1⊗Xi → Yi⊗Xi envoie εk ⊗ εl sur p εk ⊗ εl si k ∈ [ei−1+1, ei],
et sur εk ⊗ εl sinon. On en onlut que Si est libre, et que εk ⊗ εl et εl ⊗ εk ∈ Yi ⊗ Xi ont
même image dans Si pour k et l dans [ei + 1, r −mi], e qui ahève la réurrene.
Corollaire 1.4.7.9.  Le Z-module Sw0 est libre et le groupe E
w
0 est un tore.
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1.4.8. Oubli du niveau.  Le morphisme d'oubli du niveau Mw0 → M se fatorise en un
morphisme Bw0 → B et en un morphisme entre torseurs équivariant sous l'isogénie E
w
0 → E.
Les èhes Mw0 →M et M0 →M sont propres. Soit M le 1-motif universel sur M. Notons
M [p] le groupe ni et plat sur M qui est assoié à M . L'espae de modules relatif M0 →M
paramètre alors les drapeaux isotropes de type D de M [p].
1.4.9. Variante de l'espae de modules ave struture parahorique.  On xe w ∈ W et un











· · ·oo Xs

oo
Y0 // Y1 // · · · // Ys
qui vérie les onditions de la proposition 1.4.5.1. On note
Mw
X•,Y•, 0
le hamp de modules des 1-motifs de genre g, prinipalement polarisés, munis d'une struture
de niveau parahorique de type D et d'invariant w en p, et munis d'un isomorphisme du
diagramme (1.4.6.C) (obtenu grâe à la proposition 1.4.5.1) sur le diagramme (1.4.9.A).
Tout isomorphisme entre
Y0 // X0 // Y0 et Y
× p // X
Id // Y ,




Les hamps de modules ave X• et Y• xés serviront lors de la desription préise de la
stratiation des ompatiations (théorème 3.2.7.1).
2. Cartes loales
2.1. Compatiations toroïdales partielles.  On xe un Z-module libre X de rang
g et l'on note B(X) = Hom(Sym2(X),Z) le Z-module des appliations bilinéaires symé-
triques entières sur X, et C(X) ⊂ B(X) ⊗ R le ne des appliations bilinéaires symé-
triques semi-dénies positives à radial rationnel. On se donne une déomposition polyédrale
GL(X)-admissible Σ de C(X) qui est lisse pour la struture entière B(X) (paragraphe IV.2
de [FC90℄). Soit < , > désigne l'aouplement de dualité entre B(X ⊗ R) et Sym2(X ⊗ R).
On pose
σ∨ = { x ∈ Sym2(X ⊗ R) tq < σ, x >≥ 0 }
σ⊥ = { x ∈ Sym2(X ⊗ R) tq < σ, x >= 0 }
pour tout σ ∈ Σ. Ce sont respetivement un monoïde et un groupe pour l'addition. Pour tout
σ ∈ Σ, on désigne par Xσ le plus petit quotient de X tel que toutes les formes bilinéaires b ∈ σ
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se fatorisent par Xσ ⊗Xσ , et l'on note r son rang. Par exemple si σ est dans l'intérieur de
C(X), on a Xσ = X et si σ = {0}, on a Xσ = 0. On pose
Sσ = Sym
2(Xσ) et Eσ = Spec(Z[Sσ ∩ σ
∨]) .
Ce dernier shéma est un plongement torique ane, muni d'une stratiation indexée par les
faes de σ : la fae τ orrespond à la strate Eτσ = Spec(Z[Sσ ∩ τ
⊥]) qui est un tore quotient de
Eσ. Par exemple, l'origine {0} orrespond à l'unique strate ouverte Eσ et le ne σ à l'unique
strate fermée. La paramétrisation de la stratiation est déroissante, 'est-à-dire que si τ est
une fae de τ ′ la strate attahée à τ ′ est inluse dans l'adhérene de la strate attahée à τ .
On dénit un faiseau onstrutible Xσ sur Eσ, qui est un quotient du faiseau onstant
XEσ , en donnant sa restrition aux strates :
Xσ|Eτσ = Xτ .
La restrition de Xσ à la strate ouverte est nulle et sa restrition à la strate E
τ
σ est égale
à Xσ si τ est inlus dans l'intérieur de C(Xσ). Par onstrution, Sym
2(Xσ) se plonge dans
l'anneau des fontions régulières sur Eσ, don dans le orps des frations rationnelles de Eσ.
En onsidérant le diviseur assoié à une fration rationnelle, on obtient une forme bilinéaire
symétrique Bσ : Xσ ⊗Xσ → DivEσ à valeurs dans le faiseau des diviseurs de Eσ.
Proposition 2.1.1.  La forme Bσ se fatorise en une forme bilinéaire symétrique
Bσ : Xσ ⊗Xσ −→ DivEσ
telle que pour toute setion loale x de Xσ le diviseur B(x, x) soit eetif à support égal au
lieu de non annulation de x.
Démonstration.  Vérions la fatorisation sur haque strate Eτσ , où τ est une fae de σ.
Notons Xτ le noyau de la surjetion X → Xτ . Il sut de montrer que la fontion assoiée à
tout élément x⊗ y ∈ Xτ ⊗Xσ est sans zéro ni ple sur E
τ
σ . Par onstrution, on a
H0(Eτσ ,OEτσ ) = Z[ s ∈ Xσ ⊗Xσ tq b(s) = 0 ∀b ∈ τ ] .
Or si b ∈ τ on a b(x⊗ y) = 0, don x⊗ y induit une fontion régulière sur Eτσ . C'est également
le as de la fontion inverse qui est assoiée à x⊗ (−y), d'où le résultat.
Montrons la seonde assertion. Le ne dual de C(Xσ) est C(X
∨
σ ) d'où une inlusion σ
∨ ⊃
C(X∨σ ). Si x est une setion loale de Xσ, on voit x ⊗ x omme un élément de C(X
∨
σ ). La
fontion assoiée à x⊗x est régulière sur Eσ et d'après les prinipes généraux sur les variétés
toriques, le lieu de ses zéros est réunion des strates assoiées aux faes τ sur lesquelles x⊗ x
prend des valeurs stritement positives omme forme linéaire sur B(Xσ)⊗ R.
On appelle Mσ le hamp de modules des 1-motifs de genre g prinipalement polarisés et
rigidiés parXσ. Il ne dépend que deXσ et pas de σ. On pose également Bσ = Hom(Xσ,Ag−r),
où r est le rang de Xσ . Dans le hapitre préédent, on a montré que Mσ est un Eσ-torseur
sur Bσ. Notons Mσ le produit ontraté
Mσ =Mσ ×
Eσ Eσ .
Le hamp algébrique Mσ est ane sur Bσ et muni d'une stratiation indexée par les
faes de σ. On note Zτσ la strate assoiée à la fae τ et Zσ = Z
σ
σ l'unique strate fermée. Le
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faiseau Xσ et la forme bilinéaire Bσ s'étendent àMσ ×Bσ Eσ de manière Eσ-invariante et se
desendent à Mσ. On note toujours Xσ le faiseau onstrutible et
Bσ : Xσ ⊗Xσ −→ DivMσ
la forme bilinéaire obtenus sur Mσ. Le diviseur Bσ(x ⊗ x) est eetif de support le lieu de
non annulation de x ∈ Xσ. Si Xσ = X alors on a r = g, on a Mσ = Eσ et l'on a Mσ = Eσ.
Si σ = {0}, on a r = 0 et Mσ =Mσ = Ag.
Remarque 2.1.2.  Nous ne onsidérerons des plongements toriques non anes que dans
l'énoné du théorème prinipal, pour obtenir une desription globale du voisinage de l'inni
des ompatiations. Dans la onstrution des ompatiations et plus préisément dans les
propositions 3.1.2 et 3.1.8.1 nous utiliserons le fait que les nes de Σ ne se reouvrent pas.
2.1.3. Interprétation modulaire à la frontière.  Le hampMσ n'admet pas d'interprétation
modulaire expliite. En revanhe, l'immersion ouverte (Mσ →֒ Mσ) en admet une en tant
que  atégorie brée à la frontière  dans le sens suivant. Soient F et G deux hamps sur
Spec(Z) et F →֒ G une immersion ouverte.
Dénition 2.1.3.1.  La atégorie brée à la frontière (F →֒ G) est la atégorie brée







On appelle (U →֒ S)-point à la frontière de (F →֒ G) la atégorie des diagrammes préé-
dents ; on la note (F →֒ G)(U →֒ S).
Remarque 2.1.3.2.  La atégorie Ouv forme un site si on la munit de la topologie induite
par la topologie fpq sur U et S, et la atégorie brée (F →֒ G) est un hamp sur e site.
Donnons à présent une desription expliite de la atégorie brée à la frontière
(Mσ →֒ Mσ) .
Soient (U →֒ S) un objet de Ouv, et D un diviseur eetif irrédutible réduit de S. On note
pD : DivS → ZD le morphisme qui assoie à tout diviseur sa multipliité le long de D. On
rappelle que l'on a assoié un faiseau onstrutible X et une forme bilinéaire symétrique
B : X ⊗X → DivS à tout 1-motif de Mumford prinipalement polarisé sur (U →֒ S).
Proposition 2.1.3.3.  (Mσ →֒ Mσ)(U →֒ S) est le groupoïde des 1-motifs de Mumford
sur (U →֒ S) de genre g, prinipalement polarisés, rigidiés par Xσ sur U , tels que pour toute
setion loale x de X, le diviseur B(x, x) soit eetif et pour tout diviseur eetif irrédutible
réduit D de S, l'appliation bilinéaire symétrique pD ◦ B : Xσ ⊗ Xσ → Z soit inluse dans
l'adhérene de σ.
Démonstration.  Il est équivalent de se donner la èhe omposée
S −→Mσ −→ Bσ
ou de se donner un shéma semi-abélien G˜ de rang torique onstant sur S, dont le groupe des
aratères de la partie torique est Xσ et dont la partie abélienne est prinipalement polarisée
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de genre g−r. Il est équivalent de se donner un relèvement U →Mσ et un morphisme Xσ → G˜
sur U induisant un 1-motif de Mumford prinipalement polarisé sur (U →֒ S).
Il sut de vérier que sous les onditions données sur B, la èhe U →Mσ s'étend en une
èhe S → Mσ. Une éventuelle extension est unique par densité de U dans S. Par desente
pour la topologie de Zariski, on peut don supposer que S = Spec(R) est un shéma loal
intègre de point générique Spec(K) et que le torseur Mσ → Bσ est trivial. On obtient ainsi
une èhe U → Eσ, que l'on veut étendre en une èhe S → Eσ. On veut montrer que la
èhe H0(Eσ ,O) = Z[Sym
2(Xσ)]→ K envoie H
0(Eσ,O) dans R. Par normalité de S, ela se
teste en les idéaux premiers de hauteur 1. Il sut de voir que pour tout x⊗ y ∈ H0(Eσ,O) ⊂
Z[Sym2(Xσ)] et tout diviseur D de S, on a pD ◦B(x⊗ y) ≥ 0. C'est évident ar
H0(Eσ,O) = Z[ {u⊗ v ∈ Xσ ⊗Xσ tq ∀b ∈ σ, b(u, v) ≥ 0} ]
et la forme bilinéaire pD ◦B est inluse dans l'adhérene de σ par hypothèse.
Remarque 2.1.3.4.  Si S est loal, la èhe S →Mσ envoie le point fermé de S dans la
strate Zσ si et seulement si σ est minimal parmi les nes de Σ dont l'adhérene ontient la
forme bilinéaire pD ◦B pour tout diviseur D de S.
2.1.4. Cas d'une struture de niveau parahorique.  On onsidère enore la déomposition
Σ du paragraphe préédent, qui est lisse pour la struture entière B(X). Soit σ ∈ Σ. On note
Xσ le quotient de X assoié à σ, et r son rang. On noteMσ, 0 le hamp algébrique des 1-motifs
de genre g qui sont prinipalement polarisés, rigidiés par Xσ, et munis d'une struture de
niveau parahorique de type D en p. On a vu dans le hapitre préédent que Mσ, 0 admettait





indexée par le quotient de groupes de Weyl
Wσ =WL \ WGSp2g / WLD .
Pour tout w ∈Wσ, on a dérit dans la proposition 1.4.6.2 un tore E
w
σ, 0 et un hamp B
w
σ, 0 tels
queMwσ, 0 → B
w
σ, 0 soit un torseur sous E
w
σ, 0. Le Z-module libre S
w
σ, 0 = Hom(E
w
σ, 0,Gm) dénit
un plongement torique ane Ewσ, 0 →֒ E
w
σ, 0. On dénit le hamp algébrique M
w
σ, 0 → B
w
σ, 0





















indexées par les faes τ de σ. On note Zσ, 0 = Z
σ
σ, 0 l'unique strate fermée.
On a une interprétation de (Mσ, 0 →֒ Mσ, 0) omme atégorie brée à la frontière analogue
à elle de (Mσ →֒ Mσ). Soit (U →֒ S) un objet de Ouv. Tout 1-motif de Mumford M sur
(U →֒ S) muni d'une struture de niveau parahorique H• d'invariant w ∈ W dénit une
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famille ompatible de formes bilinéaires assoiées aux 1-motifs de Mumford M/Hi , don un
élément B(M,H•) de Hom(S
w
σ, 0 ,DivS).
Proposition 2.1.4.1.  (Mσ, 0 →֒ Mσ, 0)(U →֒ S) est le groupoïde des 1-motifs de Mumford
sur (U →֒ S) de genre g, prinipalement polarisés, rigidiés par Xσ et munis d'une struture
de niveau parahorique de type D en p, tels que pour toute setion loale x de Xσ le diviseur
B(M,H•)(x, x) soit eetif et pour tout diviseur eetif irrédutible réduit D de S, la forme
bilinéaire symétrique pD ◦B(M,H•) soit inluse dans l'adhérene de σ.
2.1.5. Oubli du niveau.  L'inlusion des strutures entières Sσ →֒ S
w




σ, 0 → Eσ










dont les èhes vertiales sont propres et dont les èhes horizontales sont des unions disjointes
de plongements toroïdaux.
Remarque 2.1.5.1.  Comme la déomposition Σ est lisse pour la struture entière B(X),
le hamp Mσ est lisse sur Spec(Z) et Mσ →֒ Mσ est le omplémentaire d'un diviseur à
roisements normaux. Le produit bré
Mσ, 0 ×Spec(Z) Spec (Z[1/p])
est lisse sur Spec(Z[1/p]) ar les hamps Ag−r sont lisses sur Spec(Z[1/p]). Toutefois, omme
Σ n'est pas lisse pour les diérentes strutures entières Bwσ, 0, le hamp M
w
σ, 0 n'est pas lisse
sur Spec(Z[1/p]) et
Mwσ, 0 →֒ M
w
σ, 0




σ, 0 −→ Spec(Zp)
ne sont pas uniquement elles des Ag−r,0 ave r ≤ g.
2.2. Cartes loales formelles.  On hoisit une présentation étale surjetive U → Bσ du




le omplété du shéma ane U × Mσ le long du sous-shéma fermé U × Zσ. Ce shéma
dépend du hoix de U , même si on omet e dernier des notations pour simplier. Il ontient
le sous-shéma ouvert
M̂σ =Mσ ×Mσ M̂σ ,
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le sous-shéma fermé de omplétion U×Zσ que l'on note enore Zσ et le diviseur à roisements
normaux
∂M̂σ = M̂σ − M̂σ .
On a une immersion fermée Zσ →֒ ∂M̂σ. On note Mσ le 1-motif prinipalement polarisé




Le shéma M̂σ est normal, ane, omplet relativement à Zσ, exellent, et par onstrution,
Mσ est positif relativement à Zσ. Les hypothèses de la onstrution de Mumford sont vériées
don il existe un shéma semi-abélien
Gσ −→ M̂σ





On lui assoie un faiseau onstrutible X(Gσ) par le théorème 1.1.3 et une appliation
bilinéaire
B(Gσ) : X(Gσ)⊗X(Gσ) −→ DivcMσ
par la proposition 1.3.4.1. On rappelle que l'on a également onstruit un faiseau onstrutible
Xσ et une forme bilinéaire Bσ sur Mσ. On note de la même manière les objets obtenus par
image inverse sur M̂σ .
On appelle G˜σ le shéma semi-abélien sur M̂σ qui provient du shéma semi-abélien de rang
torique onstant universel sur Bσ. Il est égal à la partie semi-abélienne de Mσ. Rappelons le
résultat suivant, dû à Faltings et Chai.
Proposition 2.2.1 ([FC90℄, proposition IV.3.1).  Il existe des isomorphismes ano-
niques X(Gσ)
∼
→ Xσ et B(Gσ)
∼
→ Bσ. La restrition de Gσ à M̂σ est un shéma abélien
prinipalement polarisé de genre g. La restrition de Gσ à Zσ est anoniquement isomorphe












Le point déliat est de montrer la bijetivité de la èhe de Kodaira-Spener obtenue par
la proposition 1.3.5.1. Cette èhe est onstruit via le 1-motif Mσ et la bijetivité provient
de l'universalité de Mσ.
Remarque 2.2.2.  Il est ruial d'utiliser la lissité deMσ → Spec(Z) pour montrer que la
èhe de Kodaira-Spener réalise un isomorphisme. Cet isomorphisme nous sera indispensable
pour ontrler le proessus d'approximation.




est la arte loale formelle sans niveau assoiée à σ ∈ Σ.
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2.2.3. Propriété modulaire prohe de la frontière.  Nous développons un formalisme ana-
logue à elui des espaes de modules à la frontière en tenant ompte de la nature omplète des
anneaux intervenant dans la onstrution de Mumford. Nous herhons notamment à imposer
des onditions relatives à un sous-hamp algébrique fermé.
Pour tout shéma T , on dénit la atégorie OuvCompT omme la sous-atégorie de OuvComp
dont les objets se brent sur T ; les èhes sont elles qui induisent l'identité sur T . On se
donne un diagramme de hamps sur T
F −→ G←− Z
tel que F → G soit une immersion ouverte, Z → G soit une immersion fermée et F ×G Z soit
vide, 'est-à-dire que F et Z soient disjoints dans G.
Dénition 2.2.3.1.  La atégorie brée prohe de la frontière (F → G ← Z)T est la
atégorie brée en groupoïdes sur OuvCompT qui assoie à tout objet (U → S ← S0) la
atégorie











ompatibles aux projetions G→ T et S → T .
Soit (U → S ← S0) un objet de OuvCompT . On appelle (U → S ← S0)-point prohe
de la frontière de (F → G ← Z)T la atégorie des diagrammes préédents. On donne une
desription expliite de la atégorie brée prohe de la frontière
( M̂σ −→ M̂σ ←− Zσ )U .
On note omme préédemment G˜σ le shéma semi-abélien de rang torique onstant univer-
sel sur Bσ. Il induit un shéma semi-abélien G˜σ de rang torique onstant sur S0 par image
inverse via
S0 −→ U −→ Bσ .
Si G est un shéma semi-abélien sur S, tout isomorphisme GS0
∼
→ G˜σ sur S0 induit une
surjetion Xσ → X(G) de faiseaux onstrutibles sur S.
Proposition 2.2.3.2.  Le fonteur qui assoie à f : S → M̂σ le shéma semi-abélien f
∗Gσ
réalise une équivalene de atégories entre
(M̂σ −→ M̂σ ←− Zσ)U (U −→ S ←− S0)
et la atégorie des ouples (G, G|S0
∼
→ G˜σ), où G est un objet de DegU,S,S0, pol de dimension
relative g prinipalement polarisé sur U tel que pour tout diviseur eetif irrédutible réduit D
de S, l'appliation bilinéaire pD ◦B(G) : Xσ ⊗Xσ → Z soit inluse dans l'adhérene de σ, et
tel que σ soit minimal parmi les nes de Σ vériant ette propriété.
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Démonstration.  Les shémas semi-abéliens obtenus par image inverse de Gσ vérient les
propriétés requises. Inversement, soit G un shéma semi-abélien sur S vériant les hypothèses
de la proposition. Le théorème 1.3.3.3 (onstrution de Mumford inverse) permet de lui
assoier un 1-motif de Mumford sur (U →֒ S) et la proposition 2.1.3.3 donne un (U →֒ S)-
point de Mσ. L'hypothèse de minimalité de σ implique que ette èhe envoie S0 dans Zσ.
Comme le shéma ane S est omplet relativement à S0, la èhe S → Mσ se fatorise en
une èhe
S −→ M̂σ .
La fontorialité de la onstrution de Mumford montre que G est l'image inverse de Gσ par
ette èhe.
2.2.4. Algébriité du groupe p-torsion.  Le shéma semi-abélien Gσ ne desend pas àMσ.
En revanhe, le groupe des points de p-torsion Gσ [p]→ M̂σ desend à Mσ. En eet, d'après




sur M̂σ. Par onstrution, le 1-motif Mσ se desend à Mσ et son groupe de p-torsion Mσ[p]
également. On résume ei en disant que Gσ est une donnée de nature transendante, alors que
Gσ[p] est algébrique. Cette remarque sera fondamentale pour onstruire une ompatiation
toroïdale de Ag, 0.
2.3. Approximation des artes loales formelles.  On vient de dire que le shéma
semi-abélien
Gσ −→ M̂σ
ne desend pas à Mσ. En employant des tehniques d'Artin, on peut ependant l'approher
par un shéma Ghσ qui est semi-abélien sur un shéma étale sur Mσ. La nouveauté la plus
signiative par rapport à [FC90℄ est que l'on eetuera ette approximation en onservant
un isomorphisme Ghσ[p]
∼
→ Mσ[p], e qui sera indispensable pour notre onstrution des om-
patiations ave niveau.
Une diérene mineure par rapport à [FC90℄ réside dans l'emploi de la notion de ouple
hensélien et du théorème de Popesu. Cela évite de loaliser les artes loales formelles en tous
leurs points fermés ([FC90℄ après la dénition IV.4.5).
2.3.1. Couples henséliens.  Rappelons rapidement ette notion.
Dénition 2.3.1.1 ([Gab92℄).  Soit A un anneau et I un idéal. On dit que le ouple
(Spec(A) , Spec(A/I)) est hensélien si une des onditions équivalentes suivantes est vériée :
 pour tout f ∈ A[t] et toute raine simple a¯ de f dans A/I, il existe une raine a ∈ A de
f relevant a¯,







le morphisme p se relève en un morphisme de Spec(A)-shémas Spec(A)→ S.
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En partiulier, un shéma loal S de point fermé s est hensélien si et seulement si le ouple
(S, s) est hensélien.
Dénition 2.3.1.2.  Soient A un anneau et I un idéal. L'hensélisé de
(Spec(A) , Spec(A/I))






S et Ih = IAh ,
où la limite projetive est prise sur la atégorie des diagrammes ommutatifs préédents. On
a Ah/Ih ≃ A/I.
On peut don dénir l'hensélisé ShS′ d'un shéma ane S le long d'un sous-shéma fermé S′.
Remarque 2.3.1.3.  La notion de ouple stritement hensélien n'a pas de sens, ni elle
d'hensélisé strit le long d'un sous-shéma fermé. On ne peut pas dénir l'hensélisé d'un shéma
non ane le long d'un sous-shéma fermé ar les limites projetives n'existent pas toujours
dans la atégorie des shémas.
2.3.2. Approximation selon Popesu.  Un morphisme de shémas anes Spec(B) →
Spec(A) est dit régulier s'il est plat à bres géométriques régulières. Si A est loal et exellent,
la èhe Spec(Â) → Spec(A) est régulière. Si A est exellent, pour tout idéal I de A, le
morphisme
Spec(ÂI) −→ Spec(A)
du spetre du omplété I-adique de A dans le spetre de A est régulier par [ÉGA iv
2
7.8.3℄.
Popesu montre le théorème fondamental suivant.
Théorème 2.3.2.1 ([Swa98℄).  Une èhe Spec(B)→ Spec(A) entre shémas anes n÷-
thériens est régulière si et seulement si elle fait de Spec(B) une limite projetive ltrante de
shémas anes lisses sur Spec(A).
En partiulier, si A est un anneau exellent et I un idéal, Spec(ÂI) est limite projetive de
shémas anes lisses sur Spec(A). L'intérêt du théorème de Popesu en e qui onerne les
questions d'approximation résulte du lemme suivant, dont la démonstration a été ommuniquée
par Lu Illusie.
Lemme 2.3.2.2.  Soient (A, I) un ouple hensélien et n un entier naturel. Notons S =
Spec(A) et Sn = Spec(A/I
n+1). Soient S′ un shéma lisse sur S et t : Sn → S
′
un morphisme
de shémas sur S. Il existe une setion s : S → S′ telle que les morphismes
Sn // S
s // S′ et Sn
t // S′
oïnident.
Démonstration.  Quitte à remplaer S′ par un voisinage ouvert de l'image de Sn, on peut
supposer qu'il existe une fatorisation de la èhe lisse S′ → S en
S′
u // ArS
v // S ,
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où u est étale et v est la projetion anonique. On veut trouver une èhe s : S → S′ qui















Un relèvement s′ : S → ArS de Sn → A
r
S existe toujours. Le ouple (S, S0) est hensélien don s
′
se fatorise par l'hensélisé de ArS le long de l'image de
S0 →֒ S
′ −→ ArS .
Comme u est étale, et hensélisé est isomorphe à l'hensélisé de S′ le long de S0. Cela termine
la onstrution de s.
Indiquons rapidement omment déduire l'existene d'approximations des résultats préé-
dents. Soient A un anneau n÷thérien exellent, I un idéal et n un entier naturel. Posons
S = Spec(A), Ŝ = Spec(ÂI) et Sn = Spec(A/I
n+1). Le hensélisé (Sh, Sh0 ) de (S, S0) est ex-
ellent en tant que limite projetive de shémas de type ni sur S. D'après le théorème 2.3.2.1,
Ŝ est limite projetive ltrante de shémas Sα lisses sur Sh. Toute donnée de type ni sur Ŝ
provient par image réiproque d'une donnée sur Sα pour α susamment grand. D'après le
lemme 2.3.2.2, il existe une donnée sur Sh qui a même restrition à Sn que la donnée initiale.
On a don réalisé une approximation à l'ordre n.
2.3.3. Approximation des artes loales formelles sans niveau.  Nous allons approher la
arte loale formelle sans niveau assoiée à σ ∈ Σ. Dénissons le shéma
M
h
σ = (U ×Bσ Mσ)
hU×BσZσ ,
qui est l'hensélisé du shéma ane U × Mσ le long du sous-shéma fermé U × Zσ. Il est
exellent et ontient le sous-shéma ouvert
Mhσ =Mσ ×Mσ M
h
σ ,








et le sous-shéma fermé d'hensélisation que l'on note enore Zσ.
Proposition 2.3.3.1.  Il existe un shéma semi-abélien Ghσ surM
h
σ vériant les propriétés
suivantes :
 il est abélien prinipalement polarisé de genre g sur Mhσ,
 sa restrition à Zσ est anoniquement isomorphe à G˜σ,
 Ghσ [p] est anoniquement isomorphe à Mσ[p] sur M
h
σ,
 X(Ghσ) est anoniquement isomorphe à Xσ,
 B(Ghσ) est anoniquement isomorphe à Bσ,
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σ, où α parourt un ensemble ordonné ltrant. Le shéma semi-abélien Gσ provient
d'un shéma semi-abélien Gασ sur M
α
















σ est lisse, e sont respetivement un ouvert dense et un diviseur à roise-
ments normaux de M
α
σ . Le shéma G
α
σ est abélien sur M
α
σ et quitte à augmenter α, on peut
supposer qu'il est prinipalement polarisé. On peut également supposer que les isomorphismes
Gσ[p]× M̂σ
∼
−→Mσ[p] , Gσ × Zσ
∼
−→ G˜σ , X(Gσ)
∼


























σ qui relève le morphisme omposé
Zσ, n → M̂σ →M
α
σ ,
où Zσ, n est le sous-shéma fermé deM
h
σ déni par la puissane n-ième de l'idéal de Zσ. Il sut
alors de poser Ghσ = s
∗ Gασ et de vérier que si n est assez grand, l'appliation de Kodaira-
Spener assoiée à Ghσ réalise un isomorphisme, e qui résulte de [FC90, III.9.4, IV.4.1 et
IV.4.2℄.
Le shéma Ghσ n'est pas unique mais les ompatiations ne dépendront pas du hoix.




et l'on trouve un shéma semi-abélien
Ghσ −→ M̂σ .
D'après la proposition 2.2.3.2, e shéma dénit une èhe
f :
(




M̂σ −→ M̂σ ←− Zσ
)
de la atégorie OuvCompU . L'image inverse de Gσ par f est isomorphe à G
h
σ et f est l'identité
au-dessus de Zσ. En fait, f est l'identité de(
M̂σ −→ M̂σ ←− Zσ
)
modulo une puissane arbitrairement grande de l'idéal de Zσ.
Proposition 2.3.4.1.  Le morphisme f est étale et est un automorphisme de M̂σ.
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Puisque M̂σ → Spec(Z) est formellement lisse, le ritère jaobien montre que f est étale. Le
shéma
M̂σ
est hensélien relativement au fermé Zσ. La restrition de f à e fermé est un isomorphisme
don f est un automorphisme.
Nous avons ontrlé l'approximation : f est un automorphisme, auune information n'a été
perdue et Ghσ est aussi  universel  que Gσ. Soit (U → S ← S0) un objet de OuvCompU . La
proposition suivante résulte de la proposition 2.2.3.2.
Proposition 2.3.4.2.  Le fonteur qui assoie à f : S →M
h
σ le shéma semi-abélien f
∗Ghσ
réalise une équivalene de atégories entre
(Mhσ −→M
h
σ ←− Zσ)U (U −→ S ←− S0)
et la atégorie des ouples (G, G|S0
∼
→ G˜σ) où G est un objet de DegU,S,S0, pol de dimension
relative g qui est prinipalement polarisé sur U , muni d'un isomorphisme G|S0
∼
→ G˜σ sur S0,
tel que pour tout diviseur eetif irrédutible réduit D de S l'appliation bilinéaire pD ◦ B :
Xσ ⊗ Xσ → Z soit inluse dans l'adhérene de σ, et tel que σ soit minimal parmi les nes
de Σ vériant ette propriété.
Démonstration.  Comme S est omplet relativement à S0, on a
(M̂σ −→ M̂σ ←− Zσ)U (U −→ S ←− S0) = (Mσ −→M
h
σ ←− Zσ)U (U −→ S ←− S0) .
Il sut d'appliquer la proposition 2.2.3.2 et de omposer la èhe S → M̂σ obtenue ave
l'inverse de f .
Remarque 2.3.4.3.  Le diagramme (Mhσ −→ M
h
σ ←− Zσ) ne dénit pas un objet de
OuvCompU ar M
h
σ n'est pas omplet.
2.4. Cartes loales algébriques.  Le shéma aneM
h
σ est limite projetive de shémas
étales sur U ×Bσ Mσ et le shéma semi-abélien G
h
σ est de type ni sur M
h
σ. Il existe don un
shéma M
et
σ , un morphisme étale
M
et
σ −→ U ×Bσ Mσ


















Le shéma semi-abélien Getσ vérie les mêmes propriétés que elles de G
h
σ données dans la
proposition 2.3.3.1. Par exemple, il est abélien prinipalement polarisé surMetσ et son groupe




Si (U → S ← S0) est un objet de OuvCompU , toute èhe





se fatorise par M
h
σ ar (S, S0) est hensélien. On déduit de la proposition 2.3.4.2 une des-
ription des points prohes de la frontière de
(Metσ −→M
et
σ ←− Zσ) .
Le shéma M
et
σ n'est pas unique mais les ompatiations ne dépendront pas du hoix. Le
shéma abélien prinipalement polarisé Getσ → M
et
σ induit une èhe M
et
σ → Ag . Appelons







obtenu par la onstrution préédente.
2.4.1. Cartes loales algébriques ave niveau parahorique.  Notons M
et










Mσ, 0 //Mσ .





Mσ, 0 //Mσ .
La proposition suivante résulte de l'approximation préservant le groupe de p-torsion.
Proposition 2.4.1.1.  Le morphisme Metσ, 0 → M
et
σ est l'espae de modules relatif des
strutures de niveau parahoriques de type D en p sur Getσ [p].
Démonstration.  Le morphisme Mσ, 0 →Mσ est l'espae de modules relatif des strutures
























oo // Ag .
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On appelle e diagramme arte loale algébrique de niveau parahorique de type D en p assoiée
à σ. Il orrespond une unique arte loale algébrique ave niveau à toute arte loale algébrique
sans niveau.
Remarque 2.4.1.2.  Nous n'avons pas besoin de dénir des artes loales formelles ave
niveau et de les approximer. La mauvaise rédution empêherait de toute façon le ontrle
d'une éventuelle approximation.
3. Compatiations toroïdales



















Metσ , Z =
∐
σ∈Σ
Zσ et ∂U = U − U ,
qui est un diviseur à roisements normaux de U . On note X =
∐
Xσ, qui est un faiseau
onstrutible sur U , et B =
∐
Bσ, qui est une forme bilinéaire sur X à valeurs dans le
faiseau DivU .
On a onstruit un shéma semi-abélien G =
∐
Gσ sur U qui est abélien prinipalement
polarisé sur U . Il existe des isomorphismes X(G)
∼
→ X et B(G)
∼
→ B, et l'appliation de










Le shéma abélien G sur U induit un diagramme(
U Uoo // Ag
)
.
La èhe U → Ag est surjetive ar M{0} = Ag.
Proposition 3.1.1.  Le morphisme U → Ag est étale.











Notons f : U → Ag le morphisme induit par G. On a G = f
∗Ag et l'on a f
∗ Sym2(ΩAg ) ≃
Sym2(ΩG) et f













Il est muni de deux èhes étales vers U , et le hamp algébrique Ag est isomorphe au hamp
quotient [U/R]. Notons R le normalisé de
U ×Spec(Z) U
dans R. C'est un shéma muni de deux èhes R ⇒ U prolongeant R ⇒ U . Il existe un
isomorphisme pr∗1 G
∼
→ pr∗2 G au-dessus de R. D'après le théorème 1.1.2, il s'étend en un
isomorphisme au-dessus de R par normalité de e shéma. La démonstration de la proposition
suivante est tirée de [FC90℄ et servira de modèle à elle de la proposition 3.1.8.1.
Proposition 3.1.2 ([FC90℄ IV.5.4).  Les deux èhes R⇒ U sont étales.
Démonstration.  Soient z un point de R et x et y ses images dans U . Il sut de montrer
que les omplétés des loalisés de R en z et de U en x et y sont isomorphes via les deux èhes.
Comme les èhes R⇒ U sont étales, on peut supposer que x et y sont des éléments du bord
∂U . Il existe des nes σx, σy ∈ Σ tels que x soit sur la σx-strate et y sur la σy-strate. Soient
Ox, Oy et Oz les anneaux des omplétés des loalisés en x, y et z. Les morphismes R ⇒ U








et il s'agit de montrer que es injetions sont des égalités.
On note Gx et Gy les shémas semi-abéliens sur Spec(Ox) et Spec(Oy) obtenus par image
inverse de G. D'après la proposition 2.1.3.3, le 1-motif de Mumford assoié à Gx induit une
èhe Spec(Ox) → Mσx et elui assoié à Gy une èhe Spec(Oy) → Mσy . Le ne σx est
déterminé par B(Gx) ar 'est l'unique ne minimal parmi eux dont l'adhérene ontient
les pD ◦B(Gx), où D est un diviseur irrédutible de Spec(Ox). Il en est de même pour σy et
omme B(Gx)|Oz ≃ B(Gy)|Oz , les nes σx et σy sont onjugués sous l'ation de GL(X) et il
existe un isomorphisme Mσx
∼













Les anneaux Ox et Oy sont les omplétés des loalisés deMσx etMσy en les images du point
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L'ation de GL(X) induit un isomorphisme entre les 1-motifs de Mumford universels surMσx
et Mσy , et il existe un isomorphisme Gx
∼
→ φ∗Gy sur Spec(Ox) qui desend l'isomorphisme
Gx
∼
→ Gy sur Spec(Oz).
Pour démontrer la proposition, on onstruit une rétration de l'injetion Ox →֒ Oz. L'iso-
morphisme Gx
∼













L'anneau R est normal et la èhe Spec(Frac(Ox))→ R s'étend en un morphisme Spec(Ox)→
R. Cette èhe se fatorise par le omplété de R en z et induit bien une rétration de Ox →֒ Oz.
Remarque 3.1.3.  Nous avons utilisé pour la première fois le fait que les nes de Σ ne se
reouvrent pas.
Lemme 3.1.4 ([FC90℄ orollaire IV.5.5).  La double-èhe R ⇒ U est un groupoïde
étale.
Démonstration.  Il sut de trouver une èhe R×U R→ R qui étend la èhe R×UR→ R
et qui vérie les axiomes d'un groupoïde. Comme le shéma R ×U R est étale sur U , il est
égal à la normalisation de R dans R ×U R. La èhe R ×U R → R provient de la propriété
universelle de la normalisation et les axiomes sont vériés par densité de U dans U .
La èhe R→ U ×U est nie ar Ag est séparé, et le morphisme R→ U ×U est également
ni ar U est exellent.




g = [U/R] .






omme diviseur à roisements normaux. Le shéma semi-abélien G→ U est muni d'une donnée
de desente pr∗1G
∼
















La stratiation induite sur A
Σ
g par les branhes du diviseur à roisements normaux est pa-
ramétrée par l'ensemble ni Σ/GL(X). La omplétion formelle le long de la strate assoiée
σ ∈ Σ est isomorphe au quotient de la omplétion formelle deMσ le long de Zσ par le groupe
ni
Γσ = StabGL(Xσ)(σ) .
Le shéma semi-abélien G orrespond par et isomorphisme au quotient de Mumford Gσ du
1-motif Mσ → Mσ, quitte à omposer par l'automorphisme de reomplétion de la propo-
sition 2.3.4.1. On renvoie le leteur au théorème IV.5.7 de [FC90℄ pour plus détails. Soit
(V →֒ S) un objet de Ouv. L'image inverse de G dénit un fonteur de (Ag →֒ A
Σ
g )(V →֒ S)
vers la atégorie des shémas semi-abéliens sur S.






et la atégorie des shémas semi-abéliens G′ → S qui sont abéliens prinipalement polarisés
de genre g sur U , et tels que loalement pour la topologie étale de S, le faiseau X(G′) est
quotient de X et il existe σ ∈ Σ dont l'adhérene ontient la forme bilinéaire pD ◦B(G
′) pour
tout diviseur irrédutible réduit D de S.
Démonstration.  Le shéma abélien G′ prinipalement polarisé sur V induit une èhe
V → Ag que l'on veut prolonger. Un éventuel prolongement est unique ar Ag est séparé, et
son existene se teste loalement. On peut don supposer que S est le spetre d'un anneau
loal omplet de point fermé S0. On hoisit σ ∈ Σ minimal parmi les nes dont l'adhérene
ontient les B(G′)⊗ pD et l'on relève la èhe V → Ag en une èhe V →M
et




grâe à la propriété modulaire prohe de la frontière de M
et
σ .
On en déduit que le hamp A
Σ
g ne dépend ni du hoix de la présentation U de Bσ ni du
hoix des approximations Getσ . Il reste à montrer la proposition suivante pour vérier que l'on
a onstruit une ompatiation de Ag.
Proposition 3.1.5.2.  Le hamp algébrique A
Σ
g est propre sur Spec(Z).
Démonstration.  La èhe est séparée de type ni et l'on peut appliquer le ritère valuatif de
propreté de [ÉGA ii 7.3.10℄. Soient S un trait de point générique η et η → Ag un morphisme.




loalement pour la topologie fppf. Soit G′ la variété abélienne sur η induite par η → Ag. Le
théorème de rédution semi-stable pour les variétés abéliennes assure l'existene d'un shéma
semi-abélien G′ → S prolongeant G′ → η, quitte à eetuer un hangement ramié de trait.
Un hangement étale de trait permet de supposer que X(G) est quotient de X. Un trait admet
un unique diviseur eetif réduit irrédutible, la èhe B(G) : X ⊗ X → Z est semi-dénie
positive à radial rationnel d'après la proposition 1.3.4.1 et Σ reouvre le ne des formes
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montre alors l'existene d'un prolongement.




3.1.6. Cas d'une struture de niveau.  Dans e paragraphe, on dénit la ompatiation







































U Uoo // Ag ,
par onstrution des artes loales algébriques ave niveau. Dénissons le groupoïde R0 ⇒ U0
omme le produit bré
R0 = U0 ×Ag, 0 U0 .
Les deux èhes R0 ⇒ U0 sont étales ar U → Ag est étale, et le hamp quotient [U0/R0] est
bien sûr isomorphe à Ag, 0.
Remarque 3.1.6.1.  Pour démontrer que U0 → Ag, 0 est étale, on n'a pas proédé dire-
tement. Du fait de la mauvaise rédution, il semble diile d'adapter la tehnique de [FC90℄,
basée sur l'isomorphisme de Kodaira-Spener.
3.1.7. Normalité.  Dans e paragraphe, nous démontrons la normalité de Mσ, 0, qui sera
utile pour la proposition 3.1.8.1. Nous utilisons les résultats de [Gör03℄, selon lesquels le
morphisme Ag,0 −→ Spec(Zp) est plat et sa bre spéiale est réduite.
Proposition 3.1.7.1.  Le hamp algébrique Ag, 0 est normal.
Démonstration.  D'après le ritère de normalité de Serre, il sut de montrer que Ag, 0
est régulier en odimension 1 et que ses points de odimension ≥ 2 sont de profondeur ≥ 2.
D'après le théorème prinipal de [GN02℄, le lieu régulier de Ag, 0 oïnide ave le lieu ordinaire,
et son omplémentaire dans Ag, 0 est de odimension ≥ 2. Cela montre que Ag, 0 est régulier
en odimension 1.
Vérions la deuxième ondition du ritère de normalité de Serre. Soient A l'anneau loal de
Ag, 0 en un point x de profondeur ≥ 2 et m son idéal maximal. Comme Ag, 0 → Spec(Z[1/p])
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est lisse, on peut supposer que p ∈ m. L'anneau A est plat sur Z(p) don p n'est pas diviseur
de 0 dans A. On note A = A/pA et m = m/m ∩ pA. D'après [Gör03℄, A est réduit don sans
omposante immergée. Les idéaux assoiés de A sont don minimaux. On en déduit que m
n'est pas assoié. D'après la proposition 8 du paragraphe IV.1.4 de [Bou61℄, il existe x ∈ m
qui n'est pas diviseur de 0 dans A. La suite de paramètres (p, x) est bien de longueur 2.
Soit σ ∈ Σ. Le orollaire suivant résulte de la proposition 3.1.7.1, des orollaires 1.4.7.5
et 1.4.7.9, et de la normalité des plongements toriques.
Corollaire 3.1.7.2.  Le hamp algébrique Mσ, 0 est normal.
3.1.8. Relation d'équivalene ave niveau.  Dans e paragraphe, on onstruit une relation




R0 ⇒ U0 .
La restrition du shéma semi-abélien G à U0 est abélien, muni d'un drapeau H• ⊂ G[p].




qui envoie pr∗1H• sur pr
∗
2H•. Par normalité, et isomorphisme se prolonge en un isomorphisme
sur R0.
Proposition 3.1.8.1.  Les deux èhes R0 ⇒ U0 sont étales.
Démonstration.  Soit z un point de R0 et x, y ses deux images dans U0. Montrons que les
omplétés Oz, Ox et Oy des loalisés de R0 en z et de U0 en x et y sont isomorphes. On peut
supposer que x et y sont des éléments du bord. Il existe des nes σx et σy de Σ tels que x








et de shémas semi-abéliens Gx et Gy obtenus par image inverse de G sur Spec(Ox) et
Spec(Ox). Ils sont génériquement abéliens, munis d'une struture de niveau parahorique H•, x




qui respete les strutures de niveau. Les anneaux Ox et Oy sont normaux d'après le o-
rollaire 3.1.7.2. D'après la proposition 1.3.6.1, on obtient deux 1-motifs de Mumford ave
struture de niveau assoiés à Gx et Gy, et la proposition 2.1.4.1 montre l'existene de èhes
Spec(Ox) −→Mσx, 0 et Spec(Oy) −→Mσx, 0
par lesquelles desendent les deux 1-motifs ave struture de niveau. On raisonne exatement
omme dans la preuve de la proposition 3.1.2 pour onstruire une rétration de l'injetion
Ox →֒ Oz.
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On voit omme préédemment que R0 ⇒ U0 est un groupoïde étale. Appelons
A
Σ
g, 0 = [ U0/R0 ]
le hamp algébrique quotient. Expliquons rapidement la propriété modulaire à la frontière
vériée par (





Soient (U →֒ S) un objet de Ouv et (G′,H ′•) un objet de Ag, 0(U). On suppose que G
′
s'étend
en un shéma semi-abélien sur S. Le quotient G′/H ′i est alors représentable par un shéma
semi-abélien sur S pour 0 ≤ i ≤ s. Supposons que X(G′) soit un quotient de X. D'après
la proposition 1.4.6.2 et le diagramme (1.4.6.B), la famille des formes bilinéaires B(G′/H ′i)
dénit un morphisme B(G′,H ′•) de Sym
2(X ⊗Q) dans DivS ⊗Q. La propriété modulaire à la
frontière suivante se montre omme la proposition 3.1.5.1, en utilisant la proposition 2.1.4.1.
Proposition 3.1.8.2.  Le groupoïde
(




(U →֒ S) paramètre les objets
(G′,H ′•) de Ag, 0(U) tels que G
′
s'étend en un shéma semi-abélien sur S, et tels que loale-
ment pour la topologie étale de S, le faiseau X(G) est quotient de X et il existe σ ∈ Σ dont
l'adhérene ontient la forme bilinéaire pD ◦ B(G
′,H ′•) pour tout diviseur irrédutible réduit
D de S.
Le théorème suivant résume les premières propriétés de notre onstrution.
Théorème 3.1.8.3.  Le hamp algébrique A
Σ
g, 0 ne dépend que de Σ. Il est séparé, normal
et sa projetion vers Spec(Z) est de type ni, plate, à bres géométriquement réduites. Ce










à èhes vertiales propres. En partiulier, A
Σ
g, 0 est propre sur Spec(Z) et est une ompa-





g, 0 qui étendent le shéma abélien et le drapeau universel sur Ag, 0.
Démonstration.  Les assertions sont des onséquenes immédiates de la onstrution. La
proposition 3.1.8.2 montre que les ompatiations ne dépendent que de Σ. La platitude et
la rédution des bres des ompatiations proviennent des résultats de [Gör03℄. Le drapeau
s'obtient par adhérene du drapeau universel sur Ag, 0 dans le groupe quasi-ni plat G[p].
Le hamp A
Σ
g, 0 est muni d'une stratiation paramétrée par un quotient ni de Σ et la
omplétion formelle le long de la strate assoiée à σ ∈ Σ est isomorphe au quotient de la
omplétion formelle de Mσ, 0 le long de Zσ, 0 par un groupe ni. Le shéma semi-abélien G et
le drapeau H• orrespondent par et isomorphisme au quotient de Mumford du 1-motif Mσ
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muni de sa struture de niveau anonique sur Mσ, 0. Dans le paragraphe suivant, on préise
la ombinatoire du bord de la ompatiation.
3.2. Compatiations améliorées.  Deux problèmes subsistent. Le premier est de




et notamment les relations d'inidene entre les diérentes strates. Le seond est de se débar-
rasser des singularités toriques intervenant dans la ompatiation pour obtenir un hamp
n'ayant que les singularités des Ag−r, 0 pour r ≤ g. Ce hamp sera lisse sur Spec(Z[1/p]) et le
omplémentaire de Ag y sera un diviseur à roisements normaux.
Ces problèmes se résolvent simultanément en introduisant un omplexe onique C ontenant
C(X). La déomposition Σ de C(X) induit une déomposition SΣ de C, e qui onduit à une




On peut également remplaer le hoix de Σ par un hoix plus n d'une déomposition S
de C, e qui permet de onstruire des ompatiations améliorées, sans singularité d'origine
torique.
3.2.1. Sous-espaes isotropes.  On introduit des notations analogues à elles du para-
graphe 1.2.6. Soit V = ⊕2gj=1Z · xj un Z-module libre de rang 2g muni d'une base (xj).







où J ′ est la matrie anti-diagonale dont les oeients non nuls sont égaux à 1. On rappelle
que D = {d1 < · · · < ds}. On dénit une haîne parahorique autoduale V
•
D de V en posant




Z · xj ⊕
2g⊕
j=di+1








Notons Γ0 le stabilisateur de V
•
D dans GSp2g(Z) : 'est le sous-groupe de ongruene paraho-
rique assoié à D. Si V ′ est un sous-espae totalement isotrope fateur diret de V , notons r
son rang et V ′⊥ son orthogonal. L'entier r détermine l'ensemble de positions relatives Wr (f.














· · ·oo Xs

oo
Y0 // Y1 // · · · // Ys
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En partiulier, V ′ dénit un élément w ∈ Wr. On est dans le adre d'appliation de la onstru-
tion du paragraphe 1.4.9, et l'on peut onsidérer le hamp de modules
MV ′, 0 =M
w
X•,Y•, 0 .
D'après les résultats du paragraphe 1.4.6, il existe un hamp algébrique BV ′, 0 et un tore EV ′, 0
tels que MV ′, 0 soit un EV ′, 0-torseur sur BV ′, 0. Posons SV ′, 0 = Hom(EV ′, 0,Gm). C'est une
struture entière sur Sym2(V/V ′⊥)⊗ R.
3.2.2. Complexe onique.  Notons C l'ensemble des sous-espaes totalement isotropes fa-
teurs direts de V . Pour tout V ′ ∈ C, notons C(V/V ′⊥) le ne des formes bilinéaires symé-
triques semi-dénies positives sur (V/V ′⊥)⊗R dont le radial est déni sur Q. Si V ′′ ⊂ V ′, il
existe une inlusion de C(V/V ′′⊥) dans C(V/V ′⊥). Notons C le quotient de l'union disjointe∐
V ′∈C
C(V/V ′⊥) ,
par la relation d'équivalene engendrée par les inlusions de C(V/V ′′⊥) dans C(V/V ′⊥) pour
tous sous-espaes totalement isotropes V ′′ ⊂ V ′. C'est un omplexe onique qui est natu-
rellement muni d'une ation de GSp2g(Z). Le sous-espae ⊕
2g
j=g+1Z · xj de V est totalement











on obtient une injetion de C(X) dans C. Cette injetion est équivariante sous l'ation
de GL(X), vu omme un sous-groupe de GSp2g(Z).
3.2.3. Déompositions du omplexe onique.  On appelle déomposition polyédrale ration-
nelle de C la donnée d'une déomposition polyédrale rationnelle de C(V/V ′⊥) pour tout
V ′ ∈ C ; on demande en outre que la déomposition de C(V/V ′′⊥) soit la restrition à
C(V/V ′′⊥) de la déomposition de C(V/V ′⊥) si V ′′ ⊂ V ′. Soit S une déomposition po-
lyédrale rationnelle de C.
Dénition 3.2.3.1.  On dit que S est admissible relativement à Γ0 si elle est équivariante
sous l'ation de Γ0 et si le quotient S/Γ0 est ni. On dit que S est lisse si pour tout V
′ ∈ C, la
déomposition induite par S sur C(V/V ′⊥) est lisse relativement à la struture entière duale
de SV ′, 0.
À toute déomposition Σ de C(X) qui est GL(X)-admissible on peut assoier son orbite
sous GSp2g(Z) dans C, e qui détermine une déomposition SΣ de C qui est Γ0-admissible. A
priori, SΣ n'est pas lisse. En revanhe, il existe une déomposition S de C qui rane SΣ et
qui est lisse ([AMRT75℄ II.5.3 ou [Pin90℄ 9.20).
3.2.4. Plongements toroïdaux assoiés à S.  On xe une déomposition Γ0-admissible S
de C. Elle pourra par exemple être égale à SΣ, ou bien être lisse. Pour tout σ ∈ S, il existe un
unique V ′σ ∈ C tel que σ soit inlus dans l'intérieur de C(V/V
′
σ
⊥). On dispose alors du hamp
algébrique MV ′σ , 0 et du plongement toroïdal
MV ′σ , 0 →֒ MV ′σ , σ, 0
qui est onstruit à partir du ne σ ⊂ Hom(Sym2(V/V ′σ
⊥),R) et de la struture entière
SV ′σ, 0 ⊂ Sym
2(V/V ′σ
⊥)⊗R. Le hamp algébrique MV ′σ , σ, 0 est ane de type ni sur BV ′σ , 0. Il
42 BENOÎT STROH
est muni d'une stratiation loalement fermée paramétrée par les faes de σ. On note ZV ′σ , σ, 0
l'unique strate fermée. Soit V ′ ∈ C. Notons
MV ′, 0 →֒ MV ′, 0
le plongement toroïdal loalement de type ni sur BV ′, 0 assoié à la restrition de S à
C(V/V ′⊥), et à la struture entière SV ′, 0. Le hamp algébrique MV ′, 0 est muni d'une stra-
tiation paramétrée par la restrition de S à C(V/V ′⊥). Notons ZV ′, 0 l'union des strates
paramétrées par des nes inlus dans l'intérieur de C(V/V ′⊥). Le hamp ZV ′, 0 est un sous-
hamp fermé de MV ′, 0.
Remarque 3.2.4.1.  Si S est lisse, les hamps MV ′σ , σ, 0 et MV ′, 0 sont lisses sur BV ′, 0.
Leurs singularités sont don elles des hamps Ag−r, 0 pour r ≥ 0. En partiulier, les hamps
MV ′σ , σ, 0 et MV ′, 0 sont lisses sur Spec(Z[1/p]) et le omplémentaire des strates ouvertes est
un diviseur à roisements normaux.
3.2.5. Groupes d'automorphismes.  Soit V ′ ∈ C. Le stabilisateur de V ′ dans Γ0 agit sur
V/V ′⊥. On note ΓV ′ son image dans GL(V/V
′⊥). Le groupe ΓV ′ agit sur C(V/V
′⊥) en stabili-
sant globalement la restrition de S à C(V/V ′⊥). Ce groupe agit don surMV ′, 0. Le quotient
MV ′, 0/ΓV ′ est de type ni sur Spec(Z) ar S/Γ0 est ni. Pour tout ne σ de S, on note Γσ
le stabilisateur de σ dans ΓV ′σ . C'est un sous-groupe ni de GL(V/V
′
σ
⊥) qui agit surMV ′σ , σ, 0.
3.2.6. Cartes formelles assoiées à S.  Pour tout ne σ de S, notons
M̂V ′σ , σ, 0
le omplété formel deMV ′σ , σ, 0 le long de ZV ′σ , σ, 0. Le groupe ni Γσ agit sur e shéma formel,
puisqu'il préserve la strate ZV ′σ ,σ, 0. Pour tout V
′ ∈ C, notons
M̂V ′, 0
le omplété formel de MV ′, 0 le long de ZV ′, 0. Il est muni d'une ation de ΓV ′ et le quotient
est formellement de type ni sur Spec(Z).
3.2.7. Énoné du théorème prinipal.  Soient Σ une déomposition de C(X) lisse pour la




la ompatiation toroïdale de Ag onstruite par Faltings et Chai.
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Le hamp A
S
g, 0 est muni d'une stratiation loalement fermée paramétrée par S/Γ0. Son
omplété formel le long de la strate assoiée à tout ne σ de S est isomorphe à
M̂V ′σ , σ, 0 / Γσ .
Pour tout V ′ ∈ C, le omplété formel de A
S
g, 0 le long de l'union des strates assoiées aux nes
de S qui sont inlus dans l'intérieur de C(V/V ′⊥) est isomorphe à
M̂V ′, 0 / ΓV ′ .
Le hamp algébrique A
S
g, 0 est normal et sa projetion sur Spec(Z) est plate à bres géomé-
triques réduites. Si S est lisse, ses singularités sont elles des hamps Ag−r, 0 pour r ≥ 0. En
partiulier, il est lisse sur Spec(Z[1/p]) et le omplémentaire de Ag, 0 est un diviseur relatif à
roisements normaux.
Dans le as où S = SΣ, on a A
Σ
g, 0 = A
S
g, 0 et le théorème 3.2.7.1 préise la ombinatoire
évoquée après le théorème 3.1.8.3.
Démonstration.  On reprend la onstrution de A
Σ
g, 0 en l'adaptant légèrement. Pour tout





MV ′τ ,τ, 0 .
Soit M
et
σ une arte loale algébrique sans niveau. On pose
M
et




On dénit alors US, 0 omme l'union de tous les shémas M
et
Sσ , 0 pour σ ∈ Σ. On dénit le
groupoïde RS, 0 omme dans le paragraphe 3.1.8 et l'on vérie qu'il est étale. On note
A
S
g, 0 = US, 0 / RS, 0
le hamp algébrique quotient. On voit dans les démonstrations des propositions analogues
à 3.1.2 et 3.1.8.1 que le groupoïde RS, 0 respete la stratiation et qu'il identie des strates
onjuguées sous l'ation de Γ0. On en déduit les assertions relatives à la stratiation de la
ompatiation. Les autres assertions résultent de [Gör03℄ et de la proposition 3.1.7.1.
3.2.8. Propriété modulaire à la frontière.  Soient (U →֒ S) un objet de Ouv et (G′,H ′•)
un objet de Ag, 0(U) tel que G
′
s'étend en un shéma semi-abélien sur S. Notons G′i = G
′/H ′i
pour 1 ≤ i ≤ s. Il existe une haîne d'isogénies




2 −→ · · · −→ G
′
s
entre shémas semi-abéliens sur S. Rappelons qu'on a déni le dual d'un shéma semi-abélien
















−→ · · · → X(G′0) .
Supposons qu'il existe V ′ ∈ C et une surjetion de V/V ′⊥ dans X(G) qui identie l'image de
V•D et (3.2.8.A). D'après la proposition 1.4.6.2, la famille des formes bilinéaires B(G
′
i) dénit
un morphisme B(G′,H ′•) de SV ′, 0 dans DivS. La propriété modulaire à la frontière suivante
est la tradution de la proposition 3.1.8.2 en terme de omplexe onique.
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Proposition 3.2.9.  Le groupoïde
(




(U →֒ S) paramètre les objets (G′,H ′•)
de Ag, 0(U) tels que G
′
s'étend en un shéma semi-abélien sur S, et tels que loalement pour
la topologie étale de S, il existe V ′ ∈ C, une surjetion V/V ′⊥ → X(G′) identiant l'image de
V•D et (3.2.8.A), et σ ∈ S dont l'adhérene ontient la forme bilinéaire pD ◦B(G
′,H ′•) pour
tout diviseur irrédutible réduit D de S.
4. Appliation : existene du sous-groupe anonique
Le hamp Ag, 0 assoié à D = {g} paramètre les variétés abéliennes prinipalement pola-
risées munies d'un sous-groupe lagrangien de p-torsion. Notons Aord−multg, 0 le lieu ordinaire-
multipliatif de Ag, 0×Spec(Fp) ; 'est par dénition le sous-shéma ouvert de Ag, 0×Spec(Fp)
sur lequel le shéma abélien universel est ordinaire et où le sous-groupe lagrangien universel
est égal au noyau du morphisme de Frobenius. Notons de même Aordg le lieu ordinaire de




dont l'appliation réiproque assoie à une variété abélienne ordinaire le noyau du morphisme
de Frobenius. Nous étendons e résultat aux ompatiations toroïdales, et en déduisons une
nouvelle démonstration de l'existene du sous-groupe anonique pour des familles de variétés
abéliennes ([AM04℄ et [AG07℄), selon une idée de Vinent Pilloni.
4.1. Lieu ordinaire des ompatiations.  Soit Σ une déomposition polyédrale ad-
missible de C(X). On note Ag, 0 et Ag les ompatiations toroïdales de Ag, 0 et Ag qui lui
sont assoiées. D'après le théorème 3.1.8.3, il existe un morphisme de Ag, 0 dans Ag qui étend
l'oubli du niveau. Soit S le spetre d'un orps de aratéristique p.
Dénition 4.1.1.  Un shéma semi-abélien sur S est ordinaire s'il est extension d'une
variété abélienne ordinaire par un tore.
Notons G le shéma semi-abélien anonique sur Ag et H le sous-groupe quasi-ni et plat




le sous-shéma ouvert de Ag, 0 × Spec(Fp) sur lequel G est ordinaire et H est égal au noyau




le sous-shéma ouvert de Ag × Spec(Fp) sur lequel G est ordinaire.
Remarque 4.1.2.  Soit σ ∈ SΣ. Réutilisons les notations des paragraphes 3.2 et 3.2.




renontre la σ-strate de Ag, 0 si et seulement si le noyau de f est égal à partie semi-abélienne,
e qui signie W1(Ker(f)) = Ker(f). On peut reformuler ette ondition en disant que V
0
D et
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La atégorie brée à la frontière
(Aord−multg, 0 →֒ A
ord−mult
g, 0 )
vérie une propriété modulaire analogue à elle de (Ag, 0 →֒ Ag, 0), donnée par la proposi-
tion 3.2.9. Soit (U →֒ S) un objet de Ouv tel que S soit un shéma sur Spec(Fp).
Proposition 4.1.3.  Le groupoïde
(




(U →֒ S) paramètre les objets
G′ de Aordg (U) tels que G
′
s'étend en un shéma semi-abélien ordinaire sur S, et tels que
loalement pour la topologie étale de S, il existe




 une surjetion V/V ′⊥ → X(G′),
 σ ∈ SΣ dont l'adhérene ontient la forme bilinéaire pD ◦ B(G
′,Ker(FrobG′)) pour tout
diviseur irrédutible réduit D de S.
Par onséquent, le morphisme de Aordg dans A
ord−mult
g, 0 induit par le noyau du morphisme






Par densité de Aord−multg, 0 dans A
ord−mult




g , e morphisme est l'inverse du
morphisme d'oubli du niveau. Ainsi, les shémas A
ord−mult
g, 0 et A
ord
g sont isomorphes.
4.2. Suronvergene du tube.  Notons A
for
g le omplété formel de Ag le long de Ag ×
Spec(Fp), notons A
rig
g la bre générique rigide du shéma formel p-adique A
for





g . Enn, notons G le shéma semi-abélien anonique sur A
rig
g .
Théorème 4.2.1.  Il existe un voisinage strit U de T dans A
rig
g et un sous-groupe ni, plat
et lagrangien H de GU [p] tel que HT soit le relèvement du noyau du morphisme de Frobenius.
Démonstration.  Les arguments de la partie 4.1 montrent l'existene d'un diagramme
ommutatif
















g, 0 désigne le omplété formel de Ag, 0 le long de Ag, 0 × Spec(Fp). Le morphisme u est
propre. D'après [Mum72, lem. 4.18℄ et [Gör03℄, il réalise un isomorphisme sur un voisinage
de A
ord
g . En partiulier, u est étale sur un voisinage de A
ord
g . On note A
rig
g, 0 l'espae rigide
assoié à A
for




g, 0. En appliquant [Ber96, th. 1.3.5℄, on obtient
l'existene d'un voisinage strit U0 (resp. U) de T0 (resp. de T ) dans A
rig
g, 0 (resp. A
rig
g ) tels que




L'appliation réiproque dénit le sous-groupe lagrangien reherhé sur U .
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Ainsi, les variétés abéliennes paramétrées par U ∩ Arigg admettent un sous-groupe ano-
nique. On obtient un résultat moins préis que eux de [AM04℄ et [AG07℄, ar il ne donne
pas de ondition susante pour qu'une variété abélienne admette un sous-groupe anonique.
Toutefois, il sut pour la plupart des appliations aux formes modulaires de Siegel p-adiques.
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